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Einige in diesem Kapitel formulierte Unterabschnitte sind bewusst vereinfachend und mit weniger fach-
spezifischen Termini und Ausdrucksweisen versehen worden. Damit soll einerseits ein leichter Einstieg 
für nicht auf dem Gebiet der Kontinuumsmechanik ausgebildete Ingenieure ermöglicht, andererseits 
aber auch die immer wieder gestellte Frage nach Anwendbarkeit vor dem Hintergrund des technisch-
ökonomischen Gesichtspunktes deutlicher hervorgehoben werden. Ein weiterer Grund der einfach ge-
haltenen Einleitung liegt in der Vermittlung der zentralen Inhalte dieser Arbeit an einen Leserkreis, wel-
cher nicht immer die Zeit hat, sich mit sehr fachspezifischen Arbeiten im Detail auseinanderzusetzen, 
jedoch interessiert an Problemen ist, welche die hier vorliegende Thematik betreffen. Zudem lässt sich 
die Motivation dieser Arbeit nicht ausschließlich aus der reinen naturwissenschaftlichen Erkenntnis ab-
leiten, sondern erhebt durchaus auch den Anspruch auf technisch-wirtschaftliche Anwendungsrelevanz. 
1.1 Motivation 
Aufgrund der gewachsenen und verbesserten experimentellen Möglichkeiten in den Materialwissen-
schaften, wurden zunehmend spezielle Entwicklungen neuer Werkstoffe für ganz bestimmte Anwen-
dungen möglich. Hierdurch können diese Anwendungen bzw. Produkte, entsprechend dem wirtschaft-
lich technologischen Fortschritts Paradigmas, immer weiter optimiert werden. Anders ausgedrückt ist 
es gegenwärtig erstmals möglich, Werkstoffe aufgrund neuester wissenschaftlicher Methoden für sehr 
spezielle Anwendungen zu entwickeln bzw. herzustellen oder aber diese weiter zu optimieren. Hinzu 
kommt die Tatsache, dass in der jüngeren Vergangenheit der Unterschied zwischen wissenschaftlichen 
Neu- bzw. Weiterentwicklungen im Bereich der Materialwissenschaften und den für die industrielle 
Herstellung dieser neuen Materialien notwendigen technologischen Verfahren bzw. Prozessen immer 
geringer wurde. Aus diesem Grunde sind Unternehmen, welche innovative, sehr speziell entwickelte 
Materialen in ihren Produkten einsetzen, stark daran interessiert, Modelle für die quantitative Be-
schreibung des physikalischen Verhaltens dieser Werkstoffe zu besitzen, da aus werkstoffwissenschaft-
licher Sicht im Wesentlichen meist nur reduzierte qualitative Vorhersagen möglich sind. Des Weiteren 
ist festzustellen, dass wegen der immer größer werdenden Rechenleistung von Computern und dem 
Einsatz spezieller Software die Optimierung sowie Entwicklung neuer Produkte mittels Simulationsme-
thoden immens an Bedeutung gewonnen haben. Aus diesem Grund gewann in der Vergangenheit der 
Einsatz von Simulationsmethoden wegen der zusätzlich immer größer werdenden wirtschaftlichen Kon-
kurrenz sowie mit den damit verbundenen kürzeren Produktentwicklungszeiten und den zu reduzieren-
den Kosten immer mehr an Bedeutung. Für explizite Produktentwicklungen mittels computerunter-
stützter Simulationsmethoden sind jedoch mathematische Modelle notwendig, welche eine quantitati-
ve Beschreibung des Stoffverhaltens innerhalb bestimmter Genauigkeitsschranken sicherstellen. Quali-
tative materialwissenschaftliche Aussagen sind – wie bereits erwähnt wurde – in diesem Kontext kaum 
einsetzbar, haben allerdings zur Verifikation der quantitativen Modelle eine überaus wichtige Funktion. 
Die gegenwärtige Schwierigkeit bei der physikalisch-mathematisch motivierten Stoffmodellierung liegt 
im komplexen, oft auch sehr heterogenen, mikrostrukturellen Aufbau der Werkstoffe, die aber genau 
dadurch erst ihre speziellen erwünschten makroskopischen Eigenschaften erhalten und somit zur Opti-
mierung des fertigen Bauteils einen signifikanten Beitrag leisten. In der Vergangenheit war es meist völ-
lig ausreichend, die klassische Theorie der Kontinuumsmechanik für die Stoffmodellierung heranzuzie-
hen, da die Werkstoffe in ihrem inneren Aufbau relativ homogen bzw. mikrostrukturell bei weitem 
nicht so komplex waren, wie diese es heute sind. 
Eine eng in diesem Zusammenhang stehende Entwicklung ist in der strukturellen Miniaturisierung me-
chanisch belasteter Bauteile gegeben. Mit genau dieser Problematik beschäftigt sich ein Teilgebiet der 
sogenannten Mikrosystemtechnik. Letztgenannter Teilbereich der Mikrosystemtechnik befasst sich im 
Wesentlichen mit Konstruktion, Herstellung und Anwendung kleinster mechanischer Bauelemente von 
wenigen bis mehreren Mikrometern. Man unterscheidet einfache Strukturen (z. B. Gitter, Löcher, Kanä-
le), Sensoren, Aktoren (z. B. Relais, Schalter, Ventile, Pumpen) und Mikrosysteme (Mikromotoren, 
Druckköpfe). Zur Herstellung werden Technologien eingesetzt, die auch in der Mikrochip-Fertigung zum 
Einsatz kommen (z. B. galvanische Verfahren, Ätzverfahren, Lasertechnik), es werden aber auch die 
Photolithographie, Dünnschicht-, Siebdruck- und andere Techniken genutzt. Es ist offensichtlich, dass 
auch diese kleinsten Strukturen mechanischen Belastungen während des Betriebs unterworfen sind. 
Zur Berechnung sowie ingenieurtechnischen Auslegung oder gar Optimierung dieser Bauteile benötigt 
man aber erweiterte physikalisch-mathematische Modelle die eine Beschreibung der vorliegenden Zu-
stände in ausreichender Genauigkeit ermöglichen, da gebräuchliche Theorien aus der makroskopischen 
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Welt wie bspw. die klassische Theorie der Kontinuumsmechanik auf diese Kleinststrukturen nicht oder 
nur sehr eingeschränkt anwendbar sind. Der Grund für die Nichtanwendbarkeit von bewährten Model-
len aus der makroskopischen Ebene ist vorwiegend darin gegeben, dass diese meist auf einem rein 
phänomenologischen Ansatz der zu beschreibenden Stoffe basieren. Bei der letztgenannten elementa-
ren Beschreibung betrachtet man die Stoffe bzw. deren Proben als ein System, an dessen Eingang (in-
put) man den zeitlichen Verlauf einer Größe (bspw. Weg), welche im verallgemeinerten Sinn eine äuße-
re Last repräsentiert, anlegt, und das an seinem Ausgang (output) den Verlauf einer anderen Größe 
(bspw. Kraft) ausgibt, die wiederum eine Reaktion in Form der inneren Spannungen darstellen kann. Ei-
ne Theorie, welche die Verknüpfungen von Eingabe und Ausgabe zu beschreiben versucht, ohne dabei 
die innere Struktur des Systems zu erforschen oder die im Inneren wirkenden Mechanismen nicht im 
Detail kennt, dieses also als eine Art „black box“ behandelt, wird phänomenologische Theorie genannt. 
An dieser Stelle ist es wichtig zu erwähnen, dass sowohl die stark heterogenen mikrostrukturellen Ein-
heiten, aus denen spezielle neu entwickelte Werkstoffe aufgebaut sind, als auch die mikroskopisch klei-
nen mechanischen Bauteile aus fast denselben elementaren materiellen Objekten (bspw. Kristalle, Kör-
ner usw.) bestehen, welche sowohl räumlich-geometrisch ähnliche Ausdehnungen aufweisen als auch 
physikalisch und chemisch mehr oder weniger identische Eigenschaften zeigen. Aufgrund dieser Ver-
bindung ist es offensichtlich, dass ein Stoffmodell, welches in einem der beiden Anwendungsgebieten 
erfolgreich eingesetzt werden kann, in den meisten Fällen auch für das jeweils andere Feld Verwendung 
finden kann, wodurch ein überaus großer Bereich für technisch-wirtschaftliche Applikationen gegeben 
ist. Wie bereits mehrmals erwähnt, sind die herkömmlichen phänomenologischen Theorien in ihrer 
konventionellen Darstellung, wie die klassisch makroskopische Materialtheorie der Kontinuumsmecha-
nik, für diese sehr kleinen elementaren materiellen Objekte nicht mehr direkt anwendbar und müssen 
durch entsprechende Ansätze erweitert werden. Deshalb werden zur quantitativen Beschreibung oft 
Theorien verwendet, welche die Strukturen auf der Mikroebene in ausreichendem Maß beschreiben 
und anschließend mittels speziellen Methoden in den Rahmen der klassischen Kontinuumsmechanik 
miteinbeziehen, woraus erweiterte oder höhere Theorien der Kontinuumsmechanik resultieren. Die so 
erhaltenen Modelle sind mikrostrukturell motiviert und können deshalb essentielle Größen auf diesen 
kleinen Ebenen (Skalen) abbilden sowie darüber hinaus das makroskopische Verhalten gut beschreiben. 
Sie weisen allerdings meist in ihrer mathematischen Komplexität etwas unhandlichere Formen auf als 
die klassisch phänomenologischen Ansätze, welche jedoch für die erwähnten Problemklassen nicht o-
der in nur sehr eingeschränktem Maße anwendbar sind. Ein weiterer wichtiger Nebenaspekt stellt die 
mikromechanische Erklärung makroskopischer Phänomene dar, welche durch diese erweiterten bzw. 
höheren Theorien der Kontinuumsmechanik möglich ist. 
1.2 Wissenschaftliche Entwicklung und Stand der Forschung 
Ausgehend von einer kurzen chronologischen Darstellung über die Entwicklung nichtlokaler kontinu-
umsmechanischer Werkstoffmodellierung sowie den damit eng verbundenen materialwissenschaftli-
chen Beschreibungen soll ein Überblick über den momentanen Stand der Forschung sowie physikalisch-
motivierter Beschreibungen von Materialverhalten im Kontext lokaler, besonders aber nichtlokaler kon-
tinuumsmechanischer Theorien gegeben werden. Dieser Abschnitt erhebt keinesfalls den Anspruch auf 
Vollständigkeit und beschränkt sich deshalb hauptsächlich auf das Deformationsverhalten dünner me-
tallischer Schichten, das auch Schwerpunktthema der vorliegenden Arbeit darstellt. 
Im Laufe der wissenschaftlichen Entwicklung hat sich gezeigt, dass nichtlokale kontinuumsmechanische 
Theorien eine effiziente und geeignete Methode darstellen die im vorigen Kapitel (1.1 Motivation) be-
schriebenen Probleme mathematisch-physikalisch zu modellieren. Historisch betrachtet kann man den 
Beginn einer systematischen Entwicklung nichtlokaler Theorien auf die Arbeiten und oft zitierte Publika-
tion der Brüder Cosserat (Cosserat & Cosserat, 1909) zurückverfolgen. Bei dieser rein phänomenologi-
schen Beschreibungsweise versucht man, die mikroskopischen Effekte im Materialverhalten ausschließ-
lich mit den Mitteln der Kontinuumsmechanik zu erfassen. Im Zusammenhang dieser Theorie folgten 
eine Reihe weiterer wissenschaftlicher Veröffentlichungen, sowohl für Fluide als auch für feste Werk-
stoffe, welche zwar Fortschritte auf diesem Gebiete erbrachten, jedoch keine fundamentalen Neuerun-
gen nach sich zogen. Bedeutende Arbeiten in diesem Kontext stellen jene von Mindlin (Mindlin, 1963), 
(Mindlin, 1964) und Eringen (Eringen, 1964) dar, welche die Cosserat-Theorie aufgriffen und vorschlu-
gen, das Material als ein (Makro-)Kontinuum mit einer intrinsischen Mikrostruktur (sog. Mikrokontinu-
um) zu beschreiben. Die Mikrostruktur stellt dabei einen deformierbaren Körper dar, der an den be-
trachteten materiellen Punkt angeheftet wird. Dabei ist es wichtig zu erwähnen, dass linear-elastische 
Theorien, welche jenen von den Brüder Cosserat vorgeschlagenen Ansatz verwenden, bereits relativ 
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früh einen hohen Entwicklungsstand erreichten, wohingegen Plastizitätsmodelle aufgrund der Komple-
xität und der eher geringen Anwendungsrelevanz erst deutlich später formuliert wurden. Erste Arbeiten 
zur Cosserat-Plastizität erschienen gegen Ende der 60er (Lippmann, 1969) und zu Beginn der 90er 
(Diepolder, Mannl, & Lippmann, 1991) Jahre des 20. Jahrhunderts. Oftmals werden auch die Ausdrücke 
mikromorph oder mikropolar in Zusammenhang mit phänomenologischen Kontinuumstheorien ver-
wendeten, wobei durch Angabe dieser Termini zum Ausdruck gebracht werden soll, dass es sich bei 
Modellen dieses Typs um bestimmte verallgemeinerte oder spezielle Formen des Cosserat-Ansatzes 
handelt. Einen guten Überblick über den momentanen Stand der Forschung sowie Varianten und Mög-
lichkeiten von rein phänomenologischen Theorien höherer Ordnung findet man in (Forest & Sievert, 
2003). 
Ein anderer Zugang zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens ist jener über die Materialwissenschaf-
ten, worin das makroskopische Stoffverhalten meist aus Theorien bzw. Modellen erklärt wird, welche 
im Wesentlichen auf die Mikrostruktur der Materie Bezug nehmen. Dabei war und ist insbesondere der 
kristalline Aufbau von Metallen von großem Interesse, weshalb sich in den 1920iger Jahren viele Unter-
suchungen von Festkörperphysikern stark darauf konzentrierten. Erstmals wurde von Prandtl (Prandtl, 
1928) ein Ansatz über mögliche Fehler in der sonst regulären Gitterstruktur beschrieben, welcher un-
terschiedliche Verhaltensweisen von Metallen erklärbar machte. In diesem Zusammenhang sind die 
fundamentalen Ideen von Orowan (Orowan, 1934), Polanyi (Polanyi, 1934) sowie Peierls (Peierls, 1940) 
und Taylor (Taylor, 1943) zu nennen, welche plastische Verformungen von Metallen mit Hilfe des Kon-
strukts der Versetzung erklärten bzw. Abschätzungen über deren Ausdehnung machten. Weitere in die-
sem Kontext wichtige Theorien folgten, welche das atomistisch-diskrete Versetzungsmodell aufgriffen 
und erweiterten bzw. weiter verfeinerten. Die wichtigsten Arbeiten stellen dabei sicherlich die Publika-
tionen bezüglich einer diskreten elementaren Versetzungstheorie (Cotrell, 1949) oder zur Erklärung ei-
nes Vervielfältigungsmechanismus von Versetzungen (Frank & Read, 1950) sowie zur Geometrie von 
Versetzungen (Nye, 1953) dar. Erst in den späten 40iger und anfänglichen 50iger Jahren des 20. Jahr-
hunderts begann man Erkenntnisse aus der Festkörperphysik, die aus den zuvor genannten Überlegun-
gen und Ansätzen bezüglich der diskreten Werkstoffmikrostruktur resultierten, in den Zusammenhang 
der Kontinuums- bzw. Feldtheorie der Mechanik zu stellen. Modelle zur Bewegung (Eshelby, 1949) und 
Spannungswechselwirkungen (Peach & Koehler, 1950) sowie über induzierte Eigenspannungen bzw. 
ganze Kontinuumstheorien von Versetzungen (Kröner, 1958) stellen für die damalige Zeit wichtige zu-
kunftsweisende Arbeiten dar, auf die heutige moderne Theorien oftmals Bezug nehmen bzw. auf wel-
chen diese in den meisten Fällen aufbauen. Eine Verbindung zu dem rein phänomenologisch motivier-
ten Cosserat-Modell stellte Kröner (Kröner, 1958) durch den Nachweis her, dass mit gegebenen Verset-
zungsdichten auch die sogenannten Krümmungen des Cosserat-Kontinuums gegeben sind. Ein ebenfalls 
in diesem Zusammenhang stehendes, jedoch chronologisch betrachtet singuläres Modell stellt jenes 
von Burgers (Burgers, 1939), (Burgers, 1939) dar, der in einer bedeutsamen und sehr früh erschienenen 
Arbeit bereits eine Elastizitätstheorie singulärer Versetzungen im Kontinuum geschaffen hat, nach wel-
cher Eigenspannungen, herrührend von der diskreten Beschreibung von Versetzungen, berechnet wer-
den konnten. Diese Theorie basiert auf einer ebenso sehr früh publizierten Veröffentlichung von Volter-
ra (Volterra, 1907), in welcher bereits das Versetzungskonstrukt in etwas modifizierter Form, nämlich 
als sogenannte Distorsion, eingeführt worden ist, womit die Beschreibung von Gitterfehlern nicht nur 
auf die oben genannten Autoren (Prandtl, 1928), (Orowan, 1934), (Polanyi, 1934), (Taylor, 1943) etc. 
rekurriert werden kann. Ausgehend von bereits zuvor zitierten Arbeiten, welche meist isolierte oder re-
duzierte Eigenschaften von diskreten mikrostrukturellen sowie werkstoffphysikalisch motivierten Kon-
strukten bzw. Objekten wie bspw. Versetzungen, Kristalle, Körner etc. qualitativ und teilweise auch 
quantitativ beschreiben, entwickelte man daraus nach und nach weitere immer komplexere nichtlokale 
kontinuumsmechanische Modelle zum Materialverhalten geometrisch kleiner und kleinster Körper 
(Bauteile). Dazu ist es notwendig Theorien auf unterschiedlichen Ebenen (Skalen) miteinander in Ver-
bindung zu bringen, woraus die sogenannte mehrskalige Material- bzw. Stoffmodellierung sich entwi-
ckelte, die gegenwärtig ein oft verwendetes Konzept darstellt. Eine andere Motivation, die Entwicklun-
gen, Theorien sowie Zusammenhänge innerhalb der materialwissenschaftlichen Disziplin genauer ken-
nenzulernen, ist darin gegeben, dass durch Analogieschlüsse abstrakte phänomenologische Modelle 
physikalisch anschaulich und somit begründbar interpretiert werden können, oder aber auch umge-
kehrt durch physikalisch-materialwissenschaftliche Betrachtungen zusätzliche Ideen für verallgemeiner-
te Kontinuumstheorien zur Stoffmodellierung überhaupt zu erhalten. 
In den beiden letzten Dekaden des 20. Jahrhunderts wurden vermehrt sogenannte gradientenbasierte 
Materialmodelle eingeführt. Prinzipiell wird dabei der Gradient einer kinematischen Größe, die den De-
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formationszustand in ausreichender Weise charakterisiert, als zusätzliche Variable in das Materialmo-
dell eingeführt. Daraus ist unmittelbar ersichtlich, dass es sich bei diesem Ansatz um eine nichtlokale 
Theorie handeln muss, weil Änderungen im Gradienten im Allgemeinen auch Variationen in einem infi-
nitesimalen Gebiet (Nachbarschaft) um den betrachteten (materiellen) Punkt bewirken. Damit wäre 
auch schon der wesentliche Ansatz beschrieben, jedoch können bei etwas genauerer Betrachtung die-
ser Theorien fundamentale Unterschiede in der Einführung bzw. Motivation bezüglich einer Notwen-
digkeit der zusätzlichen Gradienten und den damit verbundenen intrinsischen Längen festgehalten 
werden. Die beiden in diesem Kontext wichtigsten Herangehensweisen zur Formulierung lokaler gradi-
entenbasierter Modelle werden im Folgenden kurz skizziert. 
 Theorien, welche die Norm des Gradienten von Verzerrungstensoren zusätzlich einführen. Die 
einfachste Form dieses Ansatzes verknüpft additiv das Produkt aus der Norm des Gradienten 
der Verzerrung und einer einzelnen intrinsischen Länge mit der Verzerrungsnorm zu einem 
neuen effektiven Verzerrungsmaß. Mittels dieser neu definierten effektiven kinematischen 
Größe wird dann das konstitutive Materialmodell formuliert. Ansätze dieses Typs gehen auf Ar-
beiten von Aifantis (Aifantis, 1984) und anderen Autoren, welche dieses Konzept aufgriffen und 
weiter entwickelten, zurück. Innerhalb dieser Theorien können wiederum zwei wesentliche 
Formulierungen hinsichtlich elastisch-plastischer Materialmodellierung unterschieden werden. 
o Ansätze, bei denen die Fließbedingung direkt als Funktion von Gradienten jener Größen 
abhängen, welche die kinematischen Deformationen quantifizieren (bspw. Verzer-
rungsgradienten). Die meisten Arbeiten auf eben erwähntem Gebiet verwenden diese 
Variante der Modellierung, wobei hierzu sehr Bemerkenswertes in (de Borst & 
Mühlhaus, 1992), (Pamin, 1994) und (Ramaswamya & Aravas, 1998) zu finden ist. 
o Ansätze, bei denen mittels Evolutionsgleichungen der inneren Variablen, welche unmit-
telbar die Ver- bzw. Entfestigungsparameter determinieren, Gradienten der kinemati-
schen Deformationsgröße (bspw. Verzerrungsgradienten) zusätzlich eingeführt werden. 
Eine sehr erwähnenswerte Arbeit, welche diesen Ansatz speziell für FEM Simulation im 
Detail beschreibt, findet man bei (Ramaswamya & Aravas, 1998). 
 Theorien, welche den Krümmungstensor miteinbeziehen und dadurch Rotationen im Kontinu-
um berücksichtigen. Aus der Definition der Krümmung ist sofort erkennbar, dass diese zweite 
Ableitungen des Verschiebungsfeldes beinhalten, die somit einen Verzerrungsgradienten als ge-
samte tensorwertige Größe repräsentieren. Dieser Ansatz stellt ein mikrostrukturell motiviertes 
Modell (Fleck, Muller, Ashby, & Hutchinson, 1994) dar, das – vereinfacht ausgedrückt –durch 
Verwendung einer Krümmungsnorm (analoge Definition zur effektiven Verzerrung) in den 
Rahmen einer bereits von Toupin (Toupin, 1962), (Truesdell & Toupin, 1960) und Mindlin 
(Mindlin, 1963), (Mindlin, 1965) entwickelten höheren – rein phänomenologischen – Kontinu-
umstheorie eingebaut ist. Weitere modifizierte Ansätze folgten, welche entweder verallgemei-
nerte konjugierte Spannungsgrößen höherer Ordnung bezüglich des Verzerrungsgradienten 
(Fleck & Hutchinson, 1997) einführen oder aber auch die Koeffizienten, welche physikalisch 
intrinsische Längen repräsentieren, mittels unterschiedlicher Ansätze ermitteln. Ansätze dieses 
Typs wurden erstmals von Fleck und Hutchinson (Fleck & Hutchinson, 1993) in den frühen 
90iger Jahren eingeführt, wobei die grundlegende Idee zur Verwendung von Verzerrungsgradi-
enten bzw. die damit verbundenen Krümmungen oder Rotationen aus Überlegungen aus der 
Versetzungstheorie begründbar ist. 
Einen weiteren bereits erwähnten Ansatz, welcher mit den dargestellten Modellen enger in Beziehung 
steht, stellt die sogenannte „Couple-Stress“-Theorie (Mindlin, 1964) dar. Auf diese Theorie rekurrieren 
alle hier oben erwähnten Beschreibungsansätze, in denen das „Couple-Stress“-Modell meist als Verall-
gemeinerung oder aber auch als Spezialfall in Zusammenhang gesehen wird. 
Alle hier kurz vorgestellten Theorien, das heißt Modelle, die sowohl auf Cosserat Ansätzen als auch auf 
Gradiententheorien (Mühlhaus & Aifantis, 1991) basieren, weisen leider eine gemeinsame – physika-
lisch schwierig interprtierbare – Problematik auf, die mit dem Vorhandensein zusätzlicher Randbedin-
gungen gegeben ist. Im Kontext der hier ansatzweise skizzierten erweiterten Kontinuumstheorien, die 
fast ausschließlich in Form von Anfangsrandwertproblemen mittels partieller Differentialgleichungssys-
teme formuliert werden, sind diese weiteren Randbedingungen zur vollständigen Problembeschreibung 
zwar mathematisch notwendig, können jedoch in einem naturwissenschaftlichen Rahmen, wie bspw. 
durch physikalisch-werkstoffwissenschaftliche Erklärungsmodelle, nur schwer bis gar nicht interpretiert 
werden. Darin liegt – neben der Komplexität und dem damit verbundenen Rechenaufwand – sehr 
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wahrscheinlich einer der Hauptgründe, weshalb erweiterte Theorien zur Quantifizierung und Beschrei-
bung stofflichen Verhaltens im Rahmen ingenieurswissenschaftlicher Probleme momentan nur schwer 
Einzug halten bzw. Akzeptanz finden, obwohl dieser Modellierungsansatz ein sehr hohes Potenzial so-
wohl zur quantitativen Beschreibung als auch zur Erklärung verschiedenster Phänomene besitzt. 
1.3 Problemstellung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeit 
Wie sich aus dem Titel der vorliegenden Arbeit ableiten lässt, soll das Deformationsverhalten von sehr 
dünnen – nur einigen hundert Nanometer dicken –metallischen Kupferschichten auf keramischen Silizi-
umsubstraten untersucht werden. Die Untersuchungen konzentrieren sich hauptsächlich auf die Mög-
lichkeiten zur werkstoffphysikalisch motivierten Verformungsbeschreibung im Rahmen eines speziellen 
erweiterten kontinuumsmechanischen Materialmodells im Zusammenhang numerischer Simulations-
methoden. Um das Deformationsverhalten durch das hier verwendete Modell bzw. Simulationsverfah-
ren experimentell verifizieren zu können, stehen grundsätzlich eine eher eingeschränkte Auswahl an 
Testverfahren (Dual, Simons, Villain, Vollmann, & Weippert, 2004) zur Verfügung. Da die Überprüfung 
der Simulationsrechnungen ebenfalls ein zentraler Bestandteil dieser Arbeit ist, werden zunächst die 
experimentellen Methoden zur quantitativen Ermittlung von Materialeigenschaften kurz beschrieben. 
Soll metallisches Werkstoffverhalten bei Bauteilen, deren geometrische Abmessungen im Mikrometer-
bereich (Tausendstel Millimeter) liegen, im Experiment untersucht werden, bestehen hierzu mehrere 
Möglichkeiten. 
 Zugexperimente: Diese Methode (Haque & Saif, 2003) ist sicherlich eine der einfachsten, hat 
aber den entscheidenden Nachteil, dass bei annähernd homogener Belastung keine oder aber 
verschwindend kleine Gradienten im Verzerrungsfeld vorliegen. Dabei sind Verzerrungsgradien-
ten jedoch die zentralen Größen in den Ansätzen von Gradiententheorien, weshalb Experimen-
te mit homogener Belastung eher ungeeignet zur Verifikation dieser Modelle sind. 
 Biegeexperimente: Grundsätzlich finden sich bei Größenordnungen der Biegebalken von nur ei-
nigen Mikrometern in der Literatur überraschenderweise sowohl Dreipunkt- als auch Vier-
punktbiegeversuche (Stolken & Evans, 1998) sowie experimentelle Untersuchungen einseitig 
eingespannter Balken bzw. Kragträgern (Haque & Saif, 2003) gleichermaßen beschrieben, ob-
wohl Drei- und Vierpunktbiegeversuche einen deutlich komplizierteren Versuchsaufbau benöti-
gen. Dieser nachteilige Umstand spricht allerdings für die hoch entwickelte Mikrosystemtech-
nik. Wesentlicher Vorteil beim Drei- und Vierpunktbiegeversuch ist die mathematisch analytisch 
gut beschreib- und behandelbare Deformation, was zu einer wesentlich verbesserten sowie ein-
facheren Versuchsauswertung führt. 
 Torsionsexperimente: Hier werden die Einspannquerschnitte eines extrem dünnen Drahts ge-
geneinander verdreht. Literaturstellen, welche auf Experimente Bezug nehmen, die Drähte un-
tersuchen, deren Durchmesser im Mikrometerbereich liegen, finden sich nur sehr selten (Fleck, 
Muller, Ashby, & Hutchinson, 1994). Versuche, die Torsionsbelastungen auf der Nanoskala 
durchführen, sind momentan noch nicht publiziert worden. Somit kann davon ausgegangen 
werden, dass die Versuchsanordnungen für Strukturen, deren charakteristische geometrische 
Ausdehnungen im Nanometerbereich liegen, momentan technologisch schwer beherrschbar 
sind. 
 Intendationsexperimente: Wie aus dem Namen des Verfahrens bereits erkennbar ist, wird da-
bei ein Prüfkörper bekannter Geometrie und Steifigkeit, die möglichst groß sein sollte, in die zu 
untersuchende Struktur, deren Materialverhalten bestimmt werden soll, intendiert. In dieser 
Hinsicht ist das Verfahren einem konventionellen Härteprüfverfahren sehr ähnlich, wobei die 
wesentlichen Unterschiede später etwas genauer dargelegt werden (siehe Abschnitt 5.2). Diese 
experimentelle Untersuchungsmethode findet gegenwärtig wegen seiner Einfachheit am meis-
ten Verwendung, wird aber mit weiterem Voranschreiten der Entwicklung von Mikrosystem-
technik und Nanotechnologie zukünftig von anderen Verfahren abgelöst werden, deren Defor-
mationsfeld mathematisch-analytisch determinierbarer ist als die sehr inhomogene und kaum 
berechenbare Spannungsverteilung der Nano- bzw. Mikrointendation. 
In diesem Zusammenhang ist es auch wichtig zu sagen, dass alle hier aufgezählten Versuche nicht aus-
schließlich dazu verwendet werden, um für erweiterte Kontinuumstheorien Materialparameter zu er-
mitteln, sondern auch bei bereits bekannten bzw. vorhandenen Werkstoffparametern, die bspw. aus 
anderen Theorien abschätz- oder bestimmbar sind, das zu untersuchende Modell weiter zu verifizieren 
oder aber Materialparameter aufgrund ihrer tatsächlich gemessenen absoluten Größe einer Plausibili-
6 Problemstellung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeit 
tätsprüfung im Rahmen grundsätzlicher Überlegungen aus den physikalisch motivierten Werkstoffwis-
senschaften zu unterziehen. Leider sind nicht alle hier angeführten Prüfmethoden aus messtechnischer 
Sicht ohne weiteres gleichermaßen beherrschbar, wenn die geometrischen Ausdehnungen der zu un-
tersuchenden Prüfkörper sich im Nanometerbereich (Millionstel Millimeter) bewegen. Um Biege- oder 
gar Torsionsexperimente in diesen Größenbereichen durchführen zu können, sind spezielle fundierte 
Erfahrungen auf diesem Gebiet notwendig, weshalb weltweit gesehen nur sehr wenige Institute oder 
Forschungseinrichtungen überhaupt in der Lage sind, mechanische Tests auf der Nanoskala in brauch-
barer und vor allem aber auch reproduzierbarer Güte zur Verifikationen von Simulationsmodellen an-
zubieten. Die hauptsächlichen Schwierigkeiten liegen sicherlich im Aufbringen der genau definierten Be-
lastungszuständes sowie in der Sensorik zur quantitativen Erfassung der extrem kleinen Messgrößen 
innerhalb vorgegebener Genauigkeitsschranken, was bei Strukturen, die nur einige hundert Nanometer 
groß sind, gegenwärtig – trotz allem technologischen Fortschritts – noch relativ schwer beherrschbar 
ist. 
Als experimentell zwar schwierige, aber mittlerweile gut beherrschte Methode zur Untersuchung von 
Deformationsverhalten kleinster Strukturen aus dem Nanobereich sowie teilweise auch zur Bestim-
mung von Parametern für Werkstoffmodelle zur Beschreibung dieser Mikrobauteile, hat sich die Nano-
indentation, in den letzten Jahren immer stärker etabliert. Diese ist eine dem Härteprüfverfahren aus 
der makroskopischen Welt sehr ähnliche Testmethode. Dabei wird jedoch nicht nur - wie beispielsweise 
bei den bekannten Vickers-, Brinell- oder Rockwellhärteprüfverfahren - die gemessene Eindruckkraft 
auf die projizierte Fläche als einzelnes quantifizierendes Maß für die Eigenschaft des untersuchten me-
tallischen Werkstoffs ermittelt, sondern der gesamte Kraft-Weg-Verlauf des Prüfkörpers bezüglich der 
zu untersuchenden Nanostruktur gemessen und aufgezeichnet. Daraus ist es möglich, Werkstoffkenn-
werte zu ermitteln oder aber auch die aufgezeichneten integralen Kraftverläufe bezüglich der Eindruck-
tiefe mit Simulationsrechnungen zu vergleichen, um so Verifikationen der verwendeten Modelle durch-
zuführen, wobei die zuletzt genannte Herangehensweise in dieser Arbeit verwendet wird. 
Das wesentlichste und zentrale Thema dieser Arbeit ist aber sicherlich die Simulation und Implementie-
rung eines skalenabhängigen Materialmodells, welches auf gradientenbasierten Ansätzen aufbaut. Spe-
ziell handelt es sich dabei um die sogenannte „Mechanism Based Strain Gradient Plasticity“ (kurz MSG) 
dessen Entwicklung und Varianten im Folgenden kurz umrissen werden soll. Diese Plastizitätstheorie 
wurde zu Beginn der 1990er Jahren von Fleck und Hutchinson in ihrer ersten Entwicklungsstufe als ein 
rein phänomenologischer (Fleck & Hutchinson, 1993) Ansatz eingeführt, wobei hierfür das „Couple-
Stress“-Modell aus den 1960er Jahren von Toupin (Toupin, 1962) und Mindlin (Mindlin, 1963) aufgegrif-
fen wurde. Erst später wurde die Theorie von denselben Autoren in Zusammenarbeit mit weiteren For-
schern aus der Festkörperphysik materialwissenschaftlich motiviert und leicht modifiziert (Fleck, Muller, 
Ashby, & Hutchinson, 1994). Ausgehend von diesen beiden wichtigen Publikationen wurden dann Ar-
beiten geschrieben, welche diese sogenannte „Strain Gradient Plasticity“ für spezielle Problemklassen 
der Mikrosystemtechnik verwendeten. Schließlich wurde diese Theorie in Ihrer eigentlichen Form 1997 
sehr detailliert, zusammenfassend sowie verallgemeinert publiziert (Fleck & Hutchinson, 1997). Ausge-
hend von dieser Arbeit entstanden weitere Modifikationen dieses Modells, wobei der wichtigste Ansatz 
dieser Art sicherlich die sogenannte „Mechanism Based Strain Gradient Plasticity“ (Gao, Huang, Nix, & 
Hutchinson, 1999) darstellt, welche in der hier vorliegenden Arbeit hauptsächlich Verwendung findet. 
Eine Idee in diesem Modell stellt die versetzungstheoretisch motivierte Bestimmung dimensionsloser 
Koeffizienten bezüglich der Norm des Verzerrungsgradienten dar, wobei diese Koeffizienten vereinfacht 
ausgedrückt im Wesentlichen mit intrinsischen Längen in Verbindung gebracht werden können. Der 
wichtigste Ansatz ist aber die mikrostrukturell motivierte Verwendung des Taylor-Modells zur Bewe-
gung von Versetzungen, mit dessen Hilfe über die Äquivalenz der plastisch dissipierten Energie eine 
Homogenisierung formulierbar ist, woraus wiederum das Konstitutivgesetz als erweiterte Kontinuums-
theorie höherer Ordnung abgeleitet wird. Hierbei ist zu erkennen, dass die diskrete Versetzungsbe-
schreibung in den Rahmen der Kontinuumstheorie eingebettet ist und somit das Modell werkstoffwis-
senschaftlich sowie mikrostrukturell – wie dies bereits in den Eingangskapiteln allgemeiner dargelegt 
wurde – motiviert ist. Weiterentwicklungen dieser Theorie folgten, welche speziell Bezug auf eine in-
krementelle Formulierung (Qiu, Huang, Wei, Gao, & Hwang, 2003) nehmen, eine nichtlineare Darstel-
lung finiter Deformationsgrößen (Hwang, Jiang, Huang, Gao, & Hu, 2002) oder sogar eine Beschreibung 
im Rahmen der Kristallplastizität (Han, Gao, Huang, & Nix, 2005) formulieren. Die eben genannten Ar-
beiten stellen nur die wichtigsten Publikationen zu dieser Theorie dar, wobei durchaus noch weitere 
Varianten zu finden sind. Trotz all dieser teils sehr komplexen und erweiternden Modifikationen inner-
halb dieser Theorie hat sich durchwegs in fast allen Veröffentlichungen gezeigt, dass die Abweichungen 
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im Rahmen von Biegung, Torsion oder Intendation bezüglich des ursprünglich formulierten Modells 
(Gao, Huang, Nix, & Hutchinson, 1999), welches eine deformationstheoretischen Ansatz verwendet, ge-
ring ist. Nun ist ein wesentlicher Aspekt in der Zielsetzung dieser Arbeit die numerische Simulation des 
Deformationsverhaltens dünner heterogener metallischer Kupferschichten auf keramischen Silizi-
umsubstraten. Da nun das Simulationsmodell zur Beschreibung der Verformung mittels Nanoindentati-
on verifiziert wurde, ist wegen der zuvor genannten Gründe, wie beispielsweise die geringen Abwei-
chungen zu anderen komplexeren Modellvarianten im Kontext von Eindruckexperimenten, der defor-
mationstheoriebasierte Ansatz in den Rahmen eines FE-Modells implementiert worden. Aufgrund die-
ser wohl begründeten Vereinfachung wurde eine vollständige dreidimensionale Simulation der Nano-
indentationsexperimente implementiert und rechnergestützt durchgeführt, um so mögliche Effekte 
besser abbilden zu können, die mittels zweidimensionaler Modelle nicht oder nur reduziert darstellbar 
sind. An dieser Stelle soll darauf verwiesen werden, dass die hier vorliegende Arbeit trotz der Komplexi-
tät in Relation zu konventionellen Kontinuumstheorien erstmals versucht, vollständige dreidimensiona-
le Simulationsrechnungen im Kontext der MSG-Plastizitätsmodelle für Nanoindentationsexperimente 
durchzuführen, was durchaus einen erwähnenswerten Beitrag zum Fortschritt bezüglich der Diskussio-
nen über Erweiterungen von Theorien dieses Typs liefert. Außerdem ist ein weiterer wichtiger Punkt 
das Versagensverhalten von solchen heterogenen metallisch-keramischen Film-Substrat-
Dünnschichtsystemen zu modellieren, was mit Hilfe von Kohäsivzonenelementen verwirklicht wurde, 
um so speziell die Möglichkeiten von Grenzflächenablösungen nachzuweisen. Auch in dieser Hinsicht 
stellt diese Arbeit durchaus den gegenwärtigen Stand der Forschung dar und zeigt die Machbarkeit in 
Zusammenhang mit dreidimensionaler FEM-Simulationen zum Versagensverhalten metallischer Werk-
stoffe innerhalb erweiterter kontinuumechanische Materialmodelle höherer Ordnung auf. Die Arbeit 
verwendet zwar einerseits eher übliche Herangehensweisen zum Versagen mechanisch belasteter 
Strukturen mittels Kohäsivzonenmodelle, ist jedoch andererseits durch die vollständige dreidimensiona-
le Modellierung im Kontext gradientbasierter Plastizität ein bemerkenswerter Beitrag zur Simulation 
von Mikro- und Nanostrukturen gegeben, da gegenwärtig kaum Arbeiten darüber zu finden sind, wel-
che diese Problematik in seiner vollen Komplexität versuchen zu modellieren. 
Zum Aufbau des durchgeführten Projekts mit dem Titel „Deformations- und Versagensverhalten von 
dünnen heterogenen metallischen Schichten auf keramischen Substraten“, in dessen Rahmen diese Ar-
beit entstanden ist, kann bezüglich der Struktur des Ablaufs Folgendes festgehalten werden: 
Die Herstellung der Proben, welche zur Verifikation der Simulationsrechnungen verwendet wurden, er-
folgte mit Hilfe von Molekularstrahlepitaxie. Die Probenherstellung erfolgte am materialwissenschaftli-
chen Fachbereich der TU Darmstadt im Fachgebiet für dünne Schichten. Ebenfalls an dieser Institution 
wurden die Proben mittels spezieller Verfahren charakterisiert, wobei hierfür das Verfahren der Rönt-
genbeugung zur Bestimmung der Kristall- bzw. Kornorientierungen Verwendung fand. Im nächsten 
Schritt wurden die Proben vom Institut für Materialforschung im Forschungszentrum Karlsruhe durch 
Aufnahmen mittels Rasterelektronenmikroskopie zur Größenabschätzung des mikrostrukturellen Auf-
baus weiter begutachtet bzw. untersucht. Im folgenden Bild 1-1 ist die Mikrostruktur einer Cu-
Dünnschichtprobe, deren Dicke 100nm beträgt, zu sehen. 
  
 Bild 1-1: Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme einer 100nm dünnen Cu-Probe (Huber & Schwan, 2004) 
8 Problemstellung, Zielsetzung und Aufbau der Arbeit 
Im Folgenden wurden sämtliche Proben einer – bereits in dieser Einleitung kurz beschriebenen – Nano-
intendation unterzogen. Die daraus erhaltenen Kurven, welche die integrale Kraft über die Eindrucktie-
fe des Prüfköpers repräsentieren, sind dann zur Verifikation der Simulationsrechnungen herangezogen 
worden. 
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2 Theoretische Grundlagen 
Ziel dieses Abschnitts ist es, die notwendigen Grundlagen in ausreichender Form darzustellen, wobei 
stets von einer allgemeineren Betrachtungsweise ausgegangen wird. Ausgehend von dieser eher gene-
ralisierten Darstellung werden dann wiederum die in dieser Arbeit verwendeten speziellen Ansätze o-
der Vereinfachungen abgeleitet. Dadurch sollen die verwendeten Modellgleichungen in einen allgemei-
neren Kontext gestellt sowie Ansatzpunkte für mögliche Erweiterungen bzw. Verfeinerungen aufgezeigt 
werden. 
Grundsätzlich können verschiedenste Modelle zur Beschreibung von technischen Vorgängen bzw. Pro-
zessen herangezogen werden, wenn diese nur naturwissenschaftlich motiviert sowie ausreichend fun-
diert beschreibbar sind. Die Physik stellt meist den allgemeinen naturwissenschaftlichen Rahmen dar, 
mit welchem technische bzw. ingenieurswissenschaftliche Probleme im Maschinenbau beschrieben 
werden, wobei die Mathematik das wichtigste Hilfsmittel zur quantitativen Darstellung ist. Insbesonde-
re stellt die Mechanik – im Speziellen die Kontinuumsmechanik – die sicherlich wichtigste physikalische 
Teildisziplin zur Lösung ingenieurswissenschaftlicher Probleme dar. 
Der Grund für die vielleicht etwas zu allgemein anmutenden Ausführungen ist, dass zur Beschreibung 
sehr kleiner Strukturen, deren geometrischen Ausdehnungen Größenordnungen von nur einigen hun-
dert Nanometern aufweisen, diese nicht mehr zwingend als Kontinuum modellierbar sind, sondern 
durchaus auch als diskrete Systeme beschrieben werden können. Die diskreten Elemente, aus denen 
solche metallischen Nanostrukturen aufgebaut sind, stellen offensichtlich die Gitteratome des Materials 
dar, womit durchaus mehr oder weniger berechtigt kein Kontinuum im üblichen Sinn mehr vorläge. 
Dieser Umstand führte zur Entwicklung der zwei momentan wesentlichsten wissenschaftlichen Grup-
pen bzw. Strömungen für die Beschreibung von Nanostrukturen. Die eine Vorgehensweise führt über 
die atomistisch-diskrete Beschreibung zur Modellierung mittels molekulardynamischer Ansätze. Dabei 
wird jedes Atom in der Modellbeschreibung des Gesamtsystems einzeln abgebildet und mittels Wech-
selwirkungsgesetzen mit seinen Nachbarn gekoppelt, wobei die Gesamtheit aller diskreten Teile die zu 
beschreibende komplexe Nanostruktur bilden. Probleme bei dieser Vorgehensweise liegen primär in 
der geeigneten Wahl von Wechselwirkungsgesetzen sowie in der Festlegung der Nachbarschaften. Au-
ßerdem liegen selbst bei Strukturen, deren geometrische Abmessungen sich noch in Größenordnungen 
von wenigen hundert Nanometern bewegen, eine derart große Anzahl von Atomen vor, dass solche 
Anordnungen in Ihrer Gesamtheit nicht, oder nur partiell, mittels der momentan zur Verfügung stehen-
den Computerrechenleistung modellierbar sind. Diese Aussage kann sehr einfach durch folgende Über-
legung nachvollziehbar gemacht werden. Eine würfelförmige Struktur die aus einer kubisch primitiven 
Kristallgitteranordnung mit einem Atomradius von ca. 1 Angström (1A=10-1nm) aufgebaut ist und des-
sen Seitenlänge ca. 200nm beträgt, würde bereits aus (200nm/10-1nm)3=8 109 Elementen bestehen. Da-
raus ist sofort ersichtlich, dass selbst in eher kleineren Strukturen – die bspw. für realistische Simulatio-
nen von Nanoindentationen bei weitem nicht ausreichen würden – schon eine zu große Anzahl von 
Atomen notwendig wäre. Dieser Umstand kann aber wiederum nutzbar gemacht werden, indem man 
die Gesamtheit aller im diskreten System enthaltenen Elemente als ausreichend groß ansieht, sodass 
ein Herangehen der Modellierung mittels der Kontinuumsmechanik mehr als nur gerechtfertigt ist. We-
sentliche Vorteile, welche aus der Nutzung der (erweiterten) klassischen mechanischen Kontinuums-
theorie resultieren, liegen im geringeren Rechenaufwand und vor allem in der Tatsache, dass diese 
Theorie im Laufe der Zeit als abgesichert und vor allem als sehr bewährt angesehen werden kann. 
Um die werkstoffwissenschaftliche Motivation von erweiterten höheren kontinuumsmechanischen 
Theorien nachvollziehbarer zu gestalten, werden in diesem Abschnitt neben der Kontinuumsmechanik 
zusätzlich noch metallphysikalischen Grundlagen und Aspekte vorgestellt. Die hier nachfolgenden Ab-
schnitte stellen einleitend einerseits die kontinuumsmechanischen Theorien, andererseits aber auch die 
wesentlichen werkstoffwissenschaftlichen – zumeist diskreten – Modellvorstellungen, Konstrukte sowie 
Konzepte überblicksweise dar und erheben keinesfalls den Anspruch auf Vollständigkeit. Für detaillier-
tere Darstellungen wird auf spezielle Literaturstellen (Holzapfel, 2000), (Hutter & Jöhnk, 2004), (Troost, 
1980), (Becker & Bürger, 1975), (Hull & Bacon, 1984), (Phillips, 2001) etc. verwiesen. 
2.1 Allgemeine Kontinuumsmechanik 
Aufgrund der Tatsache, dass die in Abschnitt 1.3 dargelegten Inhalte schwerpunktmäßig über kontinu-
umsmechanische Modellierungsansätze beschrieben werden, kommen als Erstes die Inhalte der Konti-
nuumsmechanik etwas genauer zur Sprache. Erst danach erfolgen detailliertere materialwissenschaftli-
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che Ausführungen über die wichtigsten zur Verwendung kommenden Theorien, welche auch auf Mo-
delle aus der allgemeinen physikalischen Feldtheorie zurückgreifen. 
In der Kontinuumsmechanik ist das zentrale mathematische Hilfsmittel zur Darstellung von Zusammen-
hängen physikalischer Größen die Tensorrechnung mit zugehöriger Notation. Die Kenntnis dieser ist die 
einzige mathematische Voraussetzung zum Verständnis dieser Arbeit. Dazu ist einleitend noch zu er-
wähnen, dass folgende Voraussetzungen und Vereinfachungen angenommen worden sind: 
 Mathematische Zusammenhänge sind fast ausschließlich mit Indexnotation dargestellt (Ein-
stein’sche Summennotation, freie bzw. stumme Indizes). 
 Da sich ausnahmslos alle hier verwendeten physikalischen Größen auf kartesische Koordinaten 
beziehen, wurde das Basissystem zur abkürzenden Schreibweise nicht angegeben, weil im kar-
tesischen Koordinatensystem die ko- und kontravarianten Basisvektoren zusammenfallen. 
 Sollten Tensoren dennoch in bestimmten Situationen in kompakter bzw. symbolischer Schreib-
weise dargestellt werden, ist die Stufe dieser mathematischen Objekte durch eine entspre-
chende Anzahl von Überstrichen gekennzeichnet. 
 Indexkontraktionen sind in der kompakten Notation ebenfalls durch eine entsprechende Anzahl 
horizontaler Punkte dargestellt (auch innere Produkte). 
Zur Veranschaulichung dieser Annahmen sei an dieser Stelle ein Beispiel in kompakter, ausführlicher 
und abgekürzter Indexnotion für Operationen an Tensoren 2. Stufe angeführt. 
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 (Rel. 2-1) 
In den nächsten beiden Abschnitten werden kurz die wichtigsten Aspekt und Prinzipien der allgemeinen 
Mechanik eines Körpers, der als Kontinuum aufgefasst werden kann, erläutert. 
2.1.1 Kinematik 
Ausgehend von einem materiellen Körper  , der im dreidimensionalen euklidischen Punktraum und in 
raumfesten kartesischen Koordinaten mit dem Ursprung   abgebildet wird, definiert der Raumbereich 
   zum Zeitpunkt        die sogenannte Bezugs- oder Referenzkonfiguration. Jeder materielle 
Punkt des Körpers wird in der Bezugskonfiguration    durch den Ortsvektor    räumlich-geometrisch 
determiniert. Analog nimmt der Körper zum Zeitpunkt     den Raumbereich    ein, der als Momen-
tankonfiguration bezeichnet wird. Der materielle Punkt    aus der Bezugskonfiguration    hat in der 
zeitabhängigen Momentankonfiguration    andere Koordinaten, die einem neuen Ortsvektor    zuge-
ordnet werden können. Die Beziehung zwischen    und    wird durch die folgende Bewegungsglei-
chung beschrieben: 
     ̂ (    ) (Rel. 2-2) 
Für einen festgehaltenen Zeitpunkt          existiere eine Umkehrfunktion. 
     ̂ (    ) (Rel. 2-3) 
Daraus resultierend können weitere kontinuumsmechanische Größen abgeleitet werden, wobei es hier-
für äußerst hilfreich und zweckmäßig ist, das vollständige Differential der Bewegungsgleichung bezüg-
lich der Abbildung von der Referenz- auf die Momentankonfiguration (Rel. 2-2) zu bilden. 
     
  ̂ (    )
   
     (Rel. 2-4) 
Im unbelasteten Zustand nimmt der materielle Körper   eine bestimmte Lage im Raum ein. Durch eine 
Belastung werden die materiellen Teilchen ihre Lage im Raum verändern, d.h. sie erleiden Verschiebun-
gen, die man durch den Verschiebungsvektor    ausdrücken kann. Die Gesamtheit der Verschiebungs-
vektoren eines belasteten Körpers kennzeichnet den Verschiebungszustand, der durch Translation und 
Rotation sowie Verzerrung charakterisiert ist. Dabei entspricht die Translation und Rotation der Bewe-
Theoretische Grundlagen 11 
 
gung eines starren Körpers und die Verzerrung charakterisiert die Verformung bzw. Formänderung des 
Kontinuums. 
Für einen beliebigen, festen Zeitpunkt   wird der Deformationsgradient     eingeführt: 
      
  ̂ (    )
   
     ( ̂ (    ))   ̂  (    ) (Rel. 2-5) 
Er stellt eine Abbildungsvorschrift dar, die materielle Linienelemente der Referenzkonfiguration     in 
materielle Linienelemente der Momentankonfiguration     transformiert (Zweifeldtensor). Deshalb ist 
es sinnvoll, zur Beschreibung des Bewegungsvorganges in einem Kontinuum den Deformationsgradien-
ten heranzuziehen. 
Da der Deformationsgradient jedoch Starrkörperbewegungen beinhaltet, müssen diese abgespaltet 
werden, um ein sinnvolles Verzerrungsmaß definieren zu können und so einen Zugang zu Verzerrungs-
tensoren zu finden. Dies kann durch polare Zerlegung des Deformationsgradienten in ein Produkt erfol-
gen. Nimmt man nun          an, so existiert eine eindeutige polare Zerlegung des Deformations-
gradienten 
                     (Rel. 2-6) 
in einen eigentlich orthogonalen Rotationstensor    , dessen Eigenschaften mit 
 (   )
   (   )
      (Rel. 2-7) 
festgelegt sind, und einen symmetrischen positiv definiten rechten 
 (   )
           (   )
                   (Rel. 2-8) 
bzw. linken Strecktensor 
 (   )
               (   )
               (Rel. 2-9) 
die jeweils mit    bzw.     gekennzeichnet werden. Die Tensoren     bzw.     werden in analoger 
Weise als rechter bzw. linker Cauchy-Green-Tensor bezeichnet. Die Berechnung der Wurzelfunktion ei-
nes Tensors 2. Stufe zur Bestimmung von    bzw.     ist wegen der Symmetrie und der positiven Defi-
nietheit stets durchführbar. Wobei hier kurz erwähnt werden soll, dass die Auswertung allgemeiner 
tensorieller Funktionen schwierig sein kann, da geschlossene Formen nur mittels der Eigenwerte dar-
stellbar sind und Potenzreihen relativ großen numerischen Rechenaufwand erfordern. Dies gilt beson-
ders für Tensoren höherer Stufe bzw. deren Ableitungen. 
Im Folgenden wird noch kurz auf Verzerrungen eingegangen. Dazu werden die Quadrate eines Linien-
elements des Kontinuums im belasteten und unbelasteten Zustand miteinander verglichen. Dann stellt 
die Differenz zweier infinitesimal benachbarter Punkte in der aktuellen Konfiguration und in der Refe-
renzkonfiguration ein geeignetes Verzerrungsmaß 
    
 
 
(               ) (Rel. 2-10) 
dar, das Aufschluss über den Verzerrungszustand in unmittelbarer Umgebung eines betrachteten Punk-
tes geben kann. Dabei muss die Forderung der Forminvarianz bei der Definition eines Verzerrungsma-
ßes stets erfüllt sein. Durch elementare Rechnung kann gezeigt werden, dass 
                 mit        
 
 
(       
      
  ) (Rel. 2-11) 
gilt, wobei die Größe     als (Almansischer-) Verzerrungstensor bezüglich des (Rel. 2-10) definierten 
Verzerrungsmaßes  , bezeichnet wird. An dieser Stelle ist es wichtig darauf hinzuweisen, dass die ver-
schiedenen Verzerrungstensoren sich stets auf bestimmte Konfigurationen des Kontinuums beziehen. 
Es kann nämlich manchmal sinnvoll sein, neben der bisher erwähnten aktuellen Konfiguration und der 
Referenzkonfiguration, noch dazwischenliegende einzuführen. Diese spielen sowohl in der Plastizität 
großer (finiter) Deformationen eine Rolle, bei welcher eine zusätzliche dritte Zwischenkonfiguration 
eingeführt wird, als auch in der darauf aufbauenden Kristallplastizität, bei der sogar noch ein weiterer 
vierter zu beschreibender Deformationszustand hinzukommt. 
12 Allgemeine Kontinuumsmechanik 
Des Weiteren ist noch darauf zu verwiesen, dass bei der nichtlinearen kinematischen Theorie am ma-
thematischen Ausdruck, welcher die Verzerrung darstellt, keine Vereinfachung wie bei der linearen 
Theorie durchgeführt wird, sondern in seiner allgemeinen Form weiter Anwendung findet. Das kann mit 
elementarer Rechnung anhand des durch den Deformationsgradienten darstellbaren Verschiebungs-
gradienten    
      
   
   
 
 (     )
   
     
   
   
          mit       
   
   
 (Rel. 2-12) 
und der Definition des Green-Lagrangeschen-Verzerrungstensors     gut verdeutlicht werden. 
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 (Rel. 2-13) 
Wichtig ist dabei, diese Nichtlinearität von der ebenfalls nichtlinearen multiplikativen Aufspaltung des 
Deformationsgradienten zu differenzieren. In sehr vielen Fällen kann der Verschiebungsgradient als 
klein angenommen werden ‖   ‖   . So werden bei vielen technisch relevanten Bauteilen aus metal-
lischen Werkstoffen Werte in der Größenordnung von 10-2 bezüglich    kaum überschritten, weshalb 
die Einführung eines linearisierten Verzerrungstensors zweckmäßig ist, da Terme zweiter oder höherer 
Ordnung des Verschiebungsgradienten bei kleinen Werten vernachlässigbar sind. 
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 )       (Rel. 2-14) 
Oftmals unterliegen Deformationen bestimmten Zwangsbedingungen, welche sich je nach Problemstel-
lung durch bestimmte Modifikationen der die Kinematik beschreibenden Gleichungen berücksichtigen 
lassen. Eine der wichtigsten Zwangsbedingungen stellt die Inkompressibilität von bestimmten Material-
klassen dar, die sich bereits in der Kinematik durch eine Zusatzgleichung beschreiben lässt. 
       (   )    (Rel. 2-15) 
Die multiplikative Aufspaltung des Deformationsgradienten 
      
 
   ̂    ̂    
 
 
      (Rel. 2-16) 
führt zu einer a priori Erfüllung der Volumenkonstanz von  ̂  , da offensichtlich die Determinante für 
diese Größe stets 1 ist. 
    ( ̂  )     ( 
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       (Rel. 2-17) 
Für andere Tensoren, die ebenfalls mittels des Deformationsgradienten definiert sind, können analoge 
Größen definiert werden, wobei dies exemplarisch am Tensor     hier gezeigt wird. 
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      (Rel. 2-18) 
Diese – in der nichtlinearen Kinematik – multiplikative Aufspaltung von     in einen dilatorischen bzw. 
volumenerhaltenden Anteil ( ) und einen volumenerhaltenden Anteil ( ̂  ) entspricht der additiven Zer-
legung des Verzerrungstensors 
        
  
   
 
        
      
   
 
     (Rel. 2-19) 
in einen deviatorischen    
  und einen volumetrischen    
   (    ⁄ )      Part im Kontext der linearen 
infinitesimalen Kinematik. 
Die Abhängigkeit der Deformation von der Zeit muss in nichtlinearen Problemstellungen dann berück-
sichtigt werden, wenn entweder das Material viskoses Verhalten besitzt (z.B. Plastizität oder Viskoelas-
tizität) oder aber wenn der gesamte Prozess dynamischer Natur ist. Zu diesem Zweck wird hier die Zeit-
ableitung des Deformationsgradienten angegeben. Mit Hilfe von (Rel. 2-2), (Rel. 2-3) sowie durch Ver-
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tauschung der Differentiationsreihenfolge und Anwendung der Kettenregel kann aus der Definition des 
Deformationsgradienten (Rel. 2-5) gezeigt werden, 
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 (Rel. 2-20) 
dass folgender mathematischer Zusammenhang gilt. 
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 (Rel. 2-21) 
Darin wird     als sogenannter räumlicher Geschwindigkeitsgradient bezeichnet, der auch bei energeti-
schen Betrachtungsweisen eine sehr wichtige Rolle Inne hat. In diesem Zusammenhang wird der (räum-
liche) Geschwindigkeitsgradient     häufig bei Definitionen bezüglich verzerrungs- bzw. spannungskon-
jugierter Größen über die Einführung der sogenannten Spannungsleistung, welche offensichtlich eine 
auf die Zeit bezogene Arbeitsgröße darstellt, oft verwendet. Wie jeder Tensor kann auch     in einen 
symmetrischen sowie antisymmetrischen Anteil zerlegt werden 
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(       ) (Rel. 2-22) 
worin    als Wirbeltensor und     als räumliche Verzerrungsgeschwindigkeit bezeichnet wird. Aus der 
Zeitableitung des Green-Lagrangeschen-Verzerrungstensors     und der Definition des räumlichen Ge-
schwindigkeitsgradienten folgt ein wichtiger Zusammenhang zwischen dem transienten Verhalten der 
Verzerrungen  ̇   und dem symmetrischen Anteil     des Geschwindigkeitsgradienten    , der zur Be-
schreibung viskoser Eigenschaften sowie in der Fluidmechanik eine sehr wichtige Rolle inne hat (vgl. 
2.3.1.3 „Viskose Eigenschaften“). 
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Wie bereits im einleitenden Kapitel kurz erwähnt wurde, kann bei plastischen Deformationen nach Ent-
fernung der äußeren Belastungen eine bleibende Verformung festgestellt werden. Deshalb ist es sinn-
voll, die gesamte Dehnung bzw. Verformung in einen elastischen Anteil und in einen plastischen Anteil 
aufzuspalten. Je nach Größe der vorliegen Verzerrungen kann diese Aufspaltung nach unterschiedlichen 
Ansätzen erfolgen. Liegen bei dem zu behandelnden Problem kleine Deformationen (bzw. Verzerrun-
gen) vor, ist es ausreichend, eine additive Aufspaltung der Verzerrungen anzusetzen 
         
     
     
     
  (Rel. 2-24) 
wobei das hier angeführte Verzerrungsmaß     ein beliebiges, dem Problem angepasstes, ist. Der vo-
rangestellte Superskript bezüglich p (plastisch) bzw. i (inelastisch) soll nur verdeutlichen, dass dieser 
Ansatz prinzipiell auch auf anderes Werkstoffverhalten als Plastizität übertragbar ist. 
Sind hingegen große Deformationen zu beschreiben, wird häufig eine multiplikative Zerlegung des De-
formationsgradienten in einen elastischen (Superskript e) und plastischen (Superskript p) bzw. inelasti-
schen (Superskript i) Anteil angenommen. 
         
     
     
     
  (Rel. 2-25) 
Dieser Ansatz kann wiederum auch auf andere Werkstoffmodelle, die bspw. viskoplastische Eigenschaf-
ten aufweisen, in analoger Weise übertragen werden. Hier spricht man dann von einem elastischen und 
inelastischen Anteil der Verformung. 
Aus diesem Ansatz ergibt sich die Existenz einer sogenannten Zwischenkonfiguration  ̂ , die in dieser 
Arbeit meist mit    bezeichnet wird. Daraus resultierend kann man sich den gesamten Deformations-
vorgang in zwei Teilschritte zerlegt vorstellen. Ausgehend von der Referenzkonfiguration    erfolgt zu-
erst eine rein plastische Deformation in die neu eingeführte Zwischenkonfiguration   . Dieser Deforma-
tionsanteil soll die Irreversibilitat der plastischen Verformung berücksichtigen. Außerdem kann gezeigt 
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werden, dass der Deformationsgradient    
 
 (    
 ), welcher die mathematische Abbildung zwischen    
und    determiniert, sich nicht als Gradient eines Vektorfeldes darstellen lässt, wodurch diese Zwi-
schenkonfiguration nur als eine fiktive Modellvorstellung existiert. Anschließend erfolgt dann eine rein 
reversible elastische Deformation von der Zwischenkonfiguration    in die aktuelle Konfiguration    . 
In analoger Weise kann man einen rechten Cauchy-Green'schen „Verzerrungstensor“ definieren, der 
sich jedoch auf die neu eingeführte Zwischenkonfiguration bezieht. 
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  (Rel. 2-26) 
Durch einfache Rechnung kann gezeigt werden, dass 
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 (Rel. 2-27) 
gilt. 
Weiter kann in Anlehnung zur Definition des räumlichen Geschwindigkeitsgradienten auch ein entspre-
chender plastischer Anteil    
 
 eingeführt werden. Damit sind die in der nichtlinearen Materialmodellie-
rung zur Verwendung kommenden wichtigsten kinematischen Größen eingeführt. 
2.1.2 Kinetik, Spannung und Konstitutivgesetz 
Der vorangegangene Abschnitt beschäftigte sich ausschließlich mit der Darstellung von Bewegungen 
(bzw. Deformationen) aller Punkte, welche zu dem beschreibenden materiellen Körper gehören, ohne 
sich dabei um die Ursachen dieser Bewegungen zu kümmern. Die Beschreibung der Ursachen von De-
formationen ist Aufgabe der Kinetik, deren Inhalte in diesem Kapitel kurz dargelegt werden. Sie be-
schreibt die mechanischen äußeren Belastungen auf materielle Körper und vor allem das Antwortver-
halten des Körpers auf diese Belastungen. Eine mathematisch-funktionale Verknüpfung der kinetischen 
mit den kinematischen Größen erfolgt über die Materialgleichung, die häufig auch als Konstitutivgesetz 
bezeichnet wird, wobei aber auch mittels der Bilanzgleichungen eine Verbindung zwischen Kinematik 
und Kinetik gegeben ist, auf die allerdings erst im nächsten Abschnitt genauer Bezug genommen wird. 
Aus der Anschauung her ist bekannt, dass reale feste aber auch fluide Stoffe wie Metalle, Gummi, Was-
ser, Luft usw. durch das Vorhandensein und Einwirken äußerer Gegebenheiten wie Zwänge, Belastun-
gen etc. sich mehr oder weniger stark deformieren bzw. ihre ursprüngliche Gestalt ändern. Diese Ver-
formung des als Kontinuum modellierten Körpers wird durch die Bewegungen der materiellen Punkte 
bzw. aus den daraus abgeleiteten kinematischen Größen beschrieben. Dabei wurden jedoch keine 
quantitativen Aussagen über jene auf die materiellen Punkte wirkenden Belastungen gemacht, sondern 
nur deren Bewegungen an sich beschrieben. Die Belastung wird physikalisch üblicherweise durch eine 
Kraft repräsentiert, wobei die Kraft durch ein im Allgemeinen räumlich verteiltes Vektorfeld darstellbar 
ist. Da die absolute Größe der Kraft keine Aussage über die lokalen Belastungsbedingungen machen 
kann, ist es naheliegend, diese Kraft auf eine geometrische Größe zu beziehen. In den technisch-
ingenieurswissenschaftlichen Gebieten ist es zweckmäßig und üblich die Kräfte auf Flächen zu beziehen, 
wobei man diese Größe dann als mechanische Spannung bezeichnet. Es ist offensichtlich, dass ein und 
dieselbe Kraft auf sehr kleine Querschnitte lokal viel stärkere Belastungen darstellen als auf sehr große 
Flächen, woraus lokal nur sehr geringe Intensitäten resultieren. Die Spannung stellt somit über die De-
finition der flächenbezogenen spezifischen Kraft ebenfalls ein Vektorfeld dar. Darin kommt jedoch die 
Fläche als eine über deren Normalvektor definierte gerichtete Größe vor. Es ist offensichtlich, dass die 
relative Lage zwischen Kraft- und Flächennormalvektor jeweils quantitativ unterschiedliche Span-
nungswerte nach sich ziehen. Deshalb ist es mathematisch und physikalisch zweckmäßig, den Span-
nungszustand der materiellen Punkte des Körpers mittels eines Tensorfeldes 2. Stufe zu beschreiben, 
wobei hierfür üblicherweise die Symbole    bzw.    ,  ̅̅ oder     verwendet werden. 
      (
         
         
         
) (Rel. 2-28) 
Aus dem Einheitsnormalvektor, der offensichtlich die Orientierung bzw. die Lage des Flächenelements 
determiniert, kann dann die Spannung aus dem sogenannten Cauchy-Theorem errechnet werden. 
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            (Rel. 2-29) 
Als nächster Schritt wird nun der Begriff des Konstitutivgesetzes eingeführt. Es ist nachvollziehbar, dass 
nach der Definition des Verzerrungsmaßes die Größe des zugeordneten Tensors 2. Stufe lokal vorlie-
gende Belastungszustände an einem materiellen Punkt wiederspiegelt, da der Verzerrungstensor die 
Längenänderungen von infinitesimalen Linienelementen vor und nach der Deformation vergleichend 
quantitativ beschreibt. Daraus resultiert sofort, den Verzerrungstensor als unabhängige Größe zur Be-
stimmung von Spannungen heranzuziehen, da offensichtlich aus großen bzw. kleinen lokalen Deforma-
tionen auch große bzw. kleine lokale Spannungen resultieren. Die mathematische Vorschrift bzw. das 
Gesetz, welche die Verknüpfung zwischen Verzerrungs- und Spannungstensor vorschreibt, heißt Konsti-
tutivgesetz und kann in allgemeiner expliziter Form durch 
       ̂  (   ) (Rel. 2-30) 
angegeben werden. Es gibt aber auch physikalisch motivierte Modelle, bei welchen nur implizite Dar-
stellungsweisen 
  ̂  (       )      (Rel. 2-31) 
möglich sind. Grundsätzlich können Konstitutivgesetze durch Differential- oder Integralgleichungen so-
wie mit algebraischen Gleichungen formuliert werden, wobei in Abhängigkeit der Problemstellung jede 
mögliche Kombination aus diesen Äquivalenzrelationen möglich ist. Detaillierte Ausführungen zu dieser 
Problematik sind im Abschnitt 2.3 angeführt, in dem die wichtigsten Klassen von Werkstoffverhalten 
beschrieben werden. Unabhängig vom vorliegen Materialverhalten ist aus dem Gleichgewicht der Mo-
mente die Symmetrie des zweistufigen Spannungstensors     nachweisbar. 
  ̅̅   ̅̅          (Rel. 2-32) 
Ein Material, das sich in allen materiellen Punkten gleich verhält, bezeichnet man homogen, andernfalls 
ist es inhomogen. Sind die Eigenschaften eines Materials richtungsunabhängig, so nennt man das Mate-
rial isotrop, bei einer Richtungsabhängigkeit der Eigenschaften bezeichnet man es als anisotrop. Zum 
Verständnis der folgenden Unterkapitel wird nun kurz auf das einfachste Verhalten, welches durch das 
lineare Materialgesetz gegeben ist, 
              (Rel. 2-33) 
eingegangen. Darin sind die insgesamt       Koeffizienten des Elastizitätstensors       konstante 
Größen. Aus der Symmetrie des Spannungs- und des Verzerrungstensors folgt, dass diese Konstanten 
nicht unabhängig voneinander sein können, da offensichtlich             sowie             gelten 
muss, wodurch sich die Anzahl der       auf 36 reduziert. Sind weitere physikalisch oder andersartige 
Eigenschaften einzuhalten bzw. zu beschreiben, kann sich diese Anzahl weiter reduzieren. 
Im nächsten Schritt wird die an einem Körper zu verrichtende Arbeit beschrieben, wenn die Gesamtheit 
seiner Punkte einem bekannten vorgegebenen Deformationsfeld entspricht. Dieses bekannte Deforma-
tionsfeld bewirkt eine Änderung der Form des Körpers, weshalb jene Arbeit, die hierfür aufzuwenden 
ist, im Allgemeinen auch als Formänderungsarbeit bezeichnet wird. Bezieht man diese Formänderungs-
arbeit auf das Volumen, spricht man von einer spezifischen Formänderungsarbeit, wobei diese Größen 
unabhängig von dem vorliegenden Konstitutivgesetz sind. 
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 Bild 2-1: Spannungen am infinitesimalen Volumenelement 
Um die volumenspezifische Arbeit zu ermitteln, geht man von einem quaderförmigen infinitesimalen 
Volumenelement aus (siehe Bild 2-1), das aufgrund seiner unendlich kleinen Ausdehnung als materieller 
Punkt des Körpers bzw. Kontinuums aufgefasst werden kann, wobei zur Problembeschriebung ein or-
thogonales kartesisches Koordinatensystem (Achsen   ) Verwednung findet. Dieses Volumenelement 
wird mittels des Schnittprinzips aus dem Körper gewonnen, wobei sich die resultierenden inneren 
Spannungen aus dem Cauchy-Theorem mit den in Richtung der Koordinatenachsen wirkenden Flächen-
normalen ergeben. Nun kann jede an den Flächenelementen wirkende Spannung in 3 Komponenten 
zerlegt werden, die jeweils parallel zu den orthogonalen Achsen    des kartesischen Koordinatensys-
tems wirken, wobei durch Geometrie und relative Lage des Volumenelements jeweils zwei Komponen-
ten tangential in der Fläche              und eine Komponente normal auf die infinitesimale Fläche 
     stehen. Dadurch kann jede so bestimmte Komponente mit den Einträgen im zweistufigen Span-
nungstensor     identifiziert werden, wobei die beiden in dem Flächenelement wirkenden Spannungs-
komponenten senkrecht aufeinander stehen und reine Schubbelastungen bewirken, wohingegen aus 
der einzelnen Flächenelementnormalkomponente reine Zug- bzw. Druckbelastungen resultieren. Es ist 
erkennbar, dass diese aus dem Schnittprinzip resultierenden inneren Spannungskomponenten an dem 
betrachteten Volumenelement Arbeit verrichten, da diese Größen nach der Definition der Spannungen 
flächenbezogene spezifischen Kräfte darstellen. Die Richtungen der infinitesimalen Wegelemente, ent-
lang dem diese Spannungskomponenten bzw. Kräfte wirken, entsprechen den Wirkungsrichtungen der 
angreifenden Belastungen, wobei aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt, dass die aus dem Schnitt-
prinzip resultierenden und an gegenüberliegenden Flächen wirkenden Spannungen bzw. deren Kompo-
nenten gleich groß, jedoch entgegengesetzt gerichtet sein müssen ( ̃     ), was der bereits er-
wähnten Symmetrie (       ) des Spannungstensors entspricht. Betrachtet man nun jeweils ein belie-
biges, an den entsprechend gegenüberliegenden Flächen sich im Gleichgewicht befindendes Span-
nungskomponentenpaar, so folgen für die drei Komponenten mit gleichen Indizes (   ) reine Deh-
nungen (Bild 2-2 links) sowie für die ebenfalls drei Komponenten ungleicher Indizes (   ) reine Sche-
rungen (Bild 2-2 rechts). Da die isoliert im Gleichgewicht betrachteten Paare der Spannungskomponen-
ten jeweils nur einen additiven Beitrag zur infinitesimalen Gesamtarbeit am Volumenelement leisten, 
wird im Anschluss exemplarisch nur ein Arbeitsanteil eines Normalspannungspaares analytisch herge-
leitet, wobei die anderen in völlig analoger Weise bestimmbar sind. Aus der Definition des Verzerrungs-
tensors     führt eine infinitesimale Dehnungsänderung      zu einer Verlängerung des Volumenele-
ments in Richtung    um den Betrag            , und damit leistet die aus der Spannungskompo-
nente     resultierende Kraft                          das Arbeitsinkrement          
                                  . Bezieht man diesen infinitesimalen Arbeitsanteil auf 
das differentielle Volumen               , so ergibt sich der entsprechende spezifische Arbeits-






x1    
 ̃  
 ̃  
 ̃  
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 Bild 2-2: Reine Normal- (l) und Tangentialdeformation (r) am infinitesimalen Volumenelement durch isolierte Belastung 
Für die anderen Gleichgewichtspaare der Spannungskomponenten werden entsprechende Arbeitsan-
teile von den zugehörigen Verzerrungsänderungen geleistet und man erhält für die gesamte differenti-
elle Formänderungsarbeit schließlich 
    ∑                                        (Rel. 2-34) 
Die Arbeit , die bei einer Deformation vom verzerrungslosen Ausgangszustand bis zur Momentankon-
figuration mit den Verzerrungen     geleistet wird, definiert die spezifische Formänderungsarbeit und 
ergibt sich durch Integration. 
   ∫         
   
 
 (Rel. 2-35) 
Im Spezialfall eines linearen Konstitutivgesetzes, der bei der Modellierungen auf mikrostruktureller 
Ebene von eindimensionalen Defektstrukturen (vgl. 2.2.2.1 Versetzungen) eine wichtige Rolle spielt, ist 
die Arbeit als reversible Energie im Kontinuum gespeichert. Diese Energie wird als spezifische Formän-
derungsenergie bezeichnet und kann einfach berechnet werden. 
   ∫         
   
 
 ∫               





               (Rel. 2-36) 
Unter Beachtung des Elastizitätsgesetzes erhält man dann die Beziehung 
   
 
 
               
 
 
         (Rel. 2-37) 
auf welche in nachfolgenden Abschnitten zurückgegriffen wird. 
2.1.3 Transformationen tensorieller Größen 
Da die Verzerrung eine Funktion des Deformationsgradienten ist, bezieht sich jedes Verzerrungsmaß 
auf eine bestimmte Konfiguration. Dasselbe gilt für die dem Verzerrungsmaß zugeordnete Spannungs-
größe, da diese wiederum eine Funktion der Verzerrung und somit des Deformationsgradienten ist. Da-
raus folgt, dass Verzerrungen und Spannungen von einer Konfiguration in eine beliebige andere umge-
rechnet bzw. transformiert werden können, wenn die Transformationsvorschrift zwischen diesen Konfi-
gurationen - die stets durch den Deformationsgradienten determiniert wird - bekannt ist. Deshalb ist im 
Allgemeinen die Kenntnis des Transformationsverhaltens zwischen differentiellen Größen der Momen-
tankonfiguration und der Referenzkonfiguration wichtig für viele Umformungen bei theoretischen Ab-
leitungen und in den numerischen Anwendungen. Umrechnungen, bei denen Feldgrößen von der Mo-
mentankonfiguration in die Ausgangskonfiguration überführt werden, bezeichnet man meist als "pull 
back" Operationen. Der umgekehrte Vorgang, bei dem man Feldgrößen von der Referenzkonfiguration 
in die Momentankonfiguration transformiert, wird oft mit "push forward" bezeichnet. 
Durch elementare Tensorrechnung kann so beispielsweise der auf die Momentankonfiguration bezoge-
ne Almansische Verzerrungstensor     in die Ausgangskonfiguration transformiert werden, in welcher 
derselbe mit dem Green-Lagrangesche Verzerrungstensor     identisch ist. 
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     (   )
 
                     (Rel. 2-38) 
Ähnliche Umformungen sind natürlich auch für Tensoren durchführbar, die Spannungen oder andere 
physikalische Größen repräsentieren. Dabei ist der physikalische Gehalt dieser tensoriellen Größen 
nicht geändert (Beobachterinvarianz) worden, sondern nur seine Konfiguration. Aus diesem Grund soll-
te man sich in den folgenden Kapiteln nicht verwirren lassen, wenn von Spannungs- oder Verzerrungs-
tensoren mit speziellen Namen oder Bezeichnungen gesprochen wird, weil damit nur die Konfiguration 
implizit bezeichnet wird, auf welche sich die physikalisch-tensorielle Größe bezieht. Als Beispiele seien 
hier nur der Cauchysche     oder der erste (   ) 
        (   )      (   
  )
 
    (   )         
            
   (Rel. 2-39) 
und der zweite Piola-Kirchhoffsche (   ) 
        
          
       (   
  )
 
      
          
   (Rel. 2-40) 
sowie der Kirchhoffsche Spannungstensor (   ) 
                              
          
   (Rel. 2-41) 
aber auch der Almansische Verzerrungstensor     genannt. Diese Bezeichnungen sind zwar aus der his-
torischen Entwicklung heraus allgemein üblich und anerkannt, können aber auch Verwirrung stiften, da 
hierdurch suggeriert wird, dass ein und derselbe Punkt eines deformierten Körpers beispielsweise meh-
rere unterschiedliche Verformungen aufweist, was aus physikalischer Sicht aufgrund der Eindeutigkeit 
natürlich falsch ist. 
2.1.4 Zeitableitungen 
Resultierend aus dem vorherigen Abschnitt bezieht sich jede tensorielle Größe im Kontext finiter De-
formationen auf eine bestimmte Konfiguration. Da jedoch jede Deformation in einem zeitlichen Rah-
men abläuft, kann die Größe der zeitlichen Änderungen des Deformationszustandes die daraus resultie-
renden inneren Belastungen (Spannungen) beeinflussen. Deshalb kann es notwendig sein, die beschrei-
benden Gleichungen in ratenabhängiger Form, d.h. durch deren Zeitableitungen, zu formulieren (vgl. 
Abschnitte 2.3.1.3, 2.3.1.2 und 2.4). Da sich jedoch viele tensorielle Größen ganz (Cauchyscher Span-
nungstensor) oder nur teilweise (1. Piola-Kirchhoffscher Spannungstensor) auf die Momentankonfigura-
tion beziehen, welche sich ebenfalls mit der Zeit ändert, sind spezielle Zeitableitungen für diese Größen 
zu verwenden, damit das Prinzip der materiellen Objektivität (Beobachterinvarianz) stets erfüllt ist 
(Truesdell & Toupin, 1960). Deshalb sind in der Literatur eine Vielzahl von modifizierten Zeitableitun-
gen, sogenannten objektiven Spannungsraten, zu finden. Eine geometrisch motivierte Zeitableitung ist 
durch die Lie-Ableitung (   ) des entsprechenden Spannungstensors gegeben, welche nachfolgend 
exemplarisch am Cauchyschen Spannungstensor formuliert sei. 
            [
 
  
(   
          
  )]      (Rel. 2-42) 
Die geometrische Interpretation von (Rel. 2-42) ist dadurch gegeben, dass der sich vollständig auf die 
Momentankonfiguration beziehende Cauchysche Spannungstensor     zuerst durch die innere Operati-
on    
          
   auf die zeitunabhängige Referenzkonfiguration transformiert wird. Innerhalb dieser 
Ausgangskonfiguration erfolgt dann die eigentliche Zeitableitung    ⁄  und anschließend die Rücktrans-
formation dieser Spannungsrate in die sich zeitlich ändernde Momentankonfiguration, welche durch 
die äußere Operation     [ ]      erfolgt. Unter Verwendung von (Rel. 2-20) bis (Rel. 2-22) und durch 
weitere Umrechnungen kann (Rel. 2-42) in folgende Darstellung überführt werden, 
       
    
  
                     
  (Rel. 2-43) 
wobei diese Beziehung (Rel. 2-43) meist als Oldroydsche Spannungsrate    
  bezeichnet wird und mit 
der Lie-Ableitung für den Cauchyschen Spannungstensor       indentisch ist. In der Oldroydschen 
Spannungsrate (Rel. 2-43) bezeichnet die Größe     die Geschwindigkeit des Deformationsgradienten, 
vgl. (Rel. 2-21). Aus der additiven Zerlegung der Geschwindigkeit des Deformationsgradienten, vgl. (Rel. 
2-22), lassen sich noch eine Reihe weiterer objektiver Zeitableitungen definieren wie bspw. die 
Jaumannsche Spannungsrate 
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                 (Rel. 2-44) 
die wiederum durch die Lie-Ableitung ausgedrückt werden kann. 
          
                  (Rel. 2-45) 
In der Finiten-Elemente-Methode (FEM) findet auch häufig die sogenannte Ratenformulierung nach 
Green-Naghdi-McInnis (Doghri, 2000) oder Green-McInnis (Haupt, 2000) Anwendung. 
In Abhängigkeit von der Problemstellung ist es oftmals auch nützlich, objektive Zeitableitungen für Ver-
zerrungstensoren zu verwenden. Auch in diesem Fall kann konzeptionell analog wie bei den Spannungs-
tensoren vorgegangen und eine entsprechende Lie-Ableitung definert werden, welche exemplarisch für 
den Almansischen Verzerrungstensor (Rel. 2-11), der sich vollständig auf die zeitlich veränderliche Mo-
mentankonfiguration bezieht, nachfolgend dargestellt ist. 
           
   [
 
  
(           )]     
   (Rel. 2-46) 
Für die Lie-Ableitung ist wichtig zu erwähnen, dass für die Transformationen zur und aus der Referenz-
konfiguration, innerhalb der die eigentliche Zeitableitung durchgeführt wird, die Art des Basissystems 
des entsprechenden Tensors zu beachten ist, da ein Unterschied zwischen reinen Ko- bzw. Kontravari-
anten aber auch gemischten Basissystemen besteht, durch die der Tensor determiniert ist. Dieser Um-
stand wird durch den Vergleich der beiden Beziehungen (Rel. 2-42) und (Rel. 2-46) ersichtlich. 
Objektive Zeitableitungen sind natürlich nur bezüglich Tensoren anzuwenden, deren Basissystem sich 
mit der Zeit ebenfalls ändert, weshalb bei Tensoren, die sich vollständig auf die Referenzkonfiguration 
beziehen, direkt mit der totalen Zeitableitung operiert werden kann, da das Basissystem der Bezugskon-
figuration konstant und somit zeitunabhängig ist. Deshalb kann die objektive Rate des Green-
Lagrangeschen Verzerrungstensors direkt durch die einfache Zeitableitung berechnet und ausgedrückt 
werden, siehe dazu vgl. (Rel. 2-23). Ebenso kann die Spannungsrate des 2. Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors     (Rel. 2-40) direkt durch die einfache Zeitableitung bestimmt werden, 
  ̇   
    
  
 (Rel. 2-47) 
da sich diese tensorielle Größe auf die zeitlich konstante und damit unveränderliche Ausgangskonfigu-
ration bezieht, womit dieser Ausdruck (Rel. 2-47) bereits objektiv ist. 
Abschließend sei noch die objektive Rate des Kirchhoffschen Spannungstensors, der sich wie der 
Cauchysche Spannungstensor ebenfalls vollständig auf die zeitlich veränderliche Momentankonfigurati-
on bezieht, vgl. (Rel. 2-41), unter Verwendung der Lie-Ableitung, vgl. (Rel. 2-42), formuliert. 
            [
 
  
(   
          
  )]      (Rel. 2-48) 
Aus der Transformationsbeziehung zwischen Kirchhoffschen     und 2. Piola-Kirschhoffschen     Span-
nungstensor, vgl. (Rel. 2-41), und der objektiven Zeitableitungen beider Spannungstensoren (Rel. 2-48) 
bzw. (Rel. 2-47) kann die Spannungsrate beider Größen 
            [
 
  
(   )]          (
    
  
)           ̇       (Rel. 2-49) 
in Beziehung gebracht werden. 
2.1.5 Bilanzgleichungen 
In diesem Abschnitt sollen die Bilanzgleichungen in differentieller bzw. lokaler Form eingeführt werden. 
Die Bilanzgleichungen der Kontinuumsmechanik beschreiben die mechanischen Wechselwirkungen des 
materiellen Körpers mit seiner Umgebung infolge der Randbedingungen. Bei diesen Gleichungen han-
delt es sich im Wesentlichen um: 
I. Massenbilanz 
II. Impulsbilanz 
III. Drehimpuls- bzw. Drallbilanz 
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IV. Energiebilanz 
V. Entropiebilanz 
Etwas detaillierter werden nur die ersten beiden behandelt. Bei den übrigen werden nur kurz Erläute-
rungen ohne mathematischen Formalismus angegeben. 
Die Massenbilanz liefert einen Zusammenhang zwischen infinitesimalen Volumenelementen in    und 
  . In Lagrangescher Beschreibungsweise ist die Massenerhaltung durch die Beziehung 
       (   )        (Rel. 2-50) 
gegeben, wobei    die Dichte der Referenzkonfiguration und   die der Momentankonfiguration dar-
stellt. Aus dieser Gleichung erhält man eine Beziehung zwischen den Volumenelementen der Referenz- 
und Momentankonfiguration. 
    
  
 
       (   )          (Rel. 2-51) 
Die Impulsbilanz geht, wie die Bezeichnung schon ausrückt, vom Impuls im physikalischen Sinne aus, 
der in differentieller Form für ein beliebiges Masseteilchen im betrachteten Kontinuum folgenderma-
ßen 
           (Rel. 2-52) 
definiert ist, worin    die Geschwindigkeit repräsentiert. Da für die Impulsbilanz der gesamte Körper be-
trachtet werden muss, folgt für dieses Kontinuum der GesamtimpuIs 
    ∫      ∫          ∫           (Rel. 2-53) 
der hier sowohl bezüglich der Momentan- als auch der Referenzkonfiguration angegeben ist. Die Im-
pulsbilanz lautet nun: Die zeitliche Änderung des Impulses ist gleich der Summe aller auf den Körper 
von außen wirkenden Kräfte. Die äußeren Kräfte sind durch Oberflächen- und Volumenkräfte mit 
    ∫    ̃     ⏟      
             
 ∫  ̃      ⏟   
            
      
 (Rel. 2-54) 
gegeben, wobei die mit einer Tilde gekennzeichneten Größen  ̃  und  ̃  jeweils die Volumenkraftdichte 
sowie die Oberflächenkraftdichte darstellen. Durch Gleichsetzen der äußeren Kräfte mit der zeitlichen 




       
 
  
∫          ∫    ̃      ∫  ̃       (Rel. 2-55) 
Bei der Anwendung des zeitlichen Differentiationsprozesses auf die räumliche Form des Gesamtimpul-
ses ist allerdings zu beachten, dass die Integrationsgrenzen ebenfalls Funktionen der Zeit sind, weshalb 
man diese mathematische Operation besser mittels der Lagrange‘schen Darstellung durchführt. Nach 
weiteren mathematischen Umformungen, die im Wesentlichen aus der Anwendung des Gauss’schen In-
tegralsatzes und der Verwendung des Lokalisationssatzes bestehen, kann dann die lokale bzw. differen-
tielle Form der Impulsbilanz in der Momentankonfiguration wie folgt geschrieben werden. 
 
    
   
    ̃    
   
  
 (Rel. 2-56) 
Die Impulsbilanz ist hier zwar in der Momentankonfiguration angegeben, kann aber auf jede beliebige 
andere Konfiguration umgerechnet werden. Außerdem fehlen noch die Rand- und Anfangsbedingun-
gen, welche für die Vollständigkeit eines wohlgestellten Problems notwendig sind. Die Randbedingun-
gen können entweder vorgegebene Spannungs-, Verschiebungs- oder aber kompatible Verzerrungsfel-
der an bestimmten Orten an der Berandung     bzw.     des betrachteten Körpers mit dem Volumen 
  sein: 
 
    ̂ (    )   ̃   ̂̃ (    )  (     
     )
 ̂ (       )          ̃   ̂̃ (       )  (     
     )
         (Rel. 2-57) 
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Bei dynamischen Problemen haben auch Massen- bzw. Trägheitskräfte einen Einfluss auf das Verhalten 
der Lösung, weshalb hierbei zusätzlich noch Anfangsbedingungen in Form von Geschwindigkeitsfeldern 
   anzugeben sind. 
 
    ̂ (  )   ̅
 
   ̂̅
 
 (  )  (        )
    ̂ (  )  
   
  
  ̅    ̅̂
 
 (  )  (        )
 (Rel. 2-58) 
Die Drehimpulsbilanz führt zusammen mit der Impulsbilanz bei klassischen Kontinua dazu, dass der 
Spannungstensor nur in symmetrischer Form, d.h.        , auftreten kann. Die Energiebilanz, die 
durch den 1. Hauptsatz der Thermodynamik determiniert ist, stellt eine weitere Bilanzaussage dar, wel-
che – wie ihr Name schon andeutet – die Erhaltung der Energie eines thermodynamischen Prozesses 
postuliert. Da die Energiebilanz hier nicht mehr zur Anwendung kommt, sei diese nur verbal zitiert: Die 
zeitliche Änderung der totalen Energie (Gesamtenergie  ) ist gleich der Summe aus mechanischer Leis-
tung   aller äußeren Kräfte und der Wärmezufuhr . 
Die Entropiebilanz spielt vor allem bei der thermodynamisch-konsistenten Formulierung von Material-
modellen eine Rolle. Die Entropiebilanz ist durch den 2. Hauptsatz der Thermodynamik charakterisiert 
und stellt eine Ungleichung dar, wobei diese in der Kontinuumsmechanik meist in Form der sogenann-
ten Clausius-Duhem-Ungleichung zur Anwendung kommt. 
2.2 Grundlagen zur Kristallstruktur von Metallen 
Da in technischen Anwendungen metallische Werkstoffe nach wie vor die am meisten verwendeten 
Materialien sind, jedoch das Stoffverhalten auf mikroskopischen Skalen sich deutlich komplexer dar-
stellt, ist es notwendig, Konstitutivgesetze aus dem elementaren Aufbau abzuleiten, weshalb in den 
nachfolgenden Abschnitten der Aspekt der atomaren Mikrostruktur etwas genauer beschrieben wird. 
2.2.1 Aufbau und Charakterisierung von Kristallen 
Ein Kristall ist eine zumeist anisotrope, komplexe sowie homogene Struktur (siehe Bild 2-3), die aus 
dreidimensional periodisch angeordneten und gleichen Elementareinheiten (siehe Bild 2-4) besteht. 
Man bezeichnet diese Basis- bzw. Elementareinheiten als Einheitszelle oder auch Elementarzelle und 
deren Anordnung als Kristallgitter. 
  
 Bild 2-3: Exemplarisches Kristallgitter 
Anders ausgedrückt bildet die wiederholte Anordnung von Elementareinheiten in unterschiedliche 
Raumrichtungen den dreidimensionalen Kristall dar, wobei dieser Umstand durch Bild 2-3 und Bild 2-4 
veranschaulicht ist. 
  
 Bild 2-4: Elementare Einheit bzw. Zelle eines Kristallgitters 
Einheitszelle 
Raumrichtung(en) 
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Das ideale Kristallgitter ist durch verschiedene Raumrichtungen charakterisiert, wobei Einkristalle, wel-
che durch eine einheitliche und homogene sowie ungestörte Kristallstruktur definiert sind, im Allge-
meinen stark richtungsabhängige Eigenschaften aufweisen, woraus wiederum die Anisotropie der be-
trachteten Materialien resultiert. Aus diesem Grunde ist es sinnvoll, Kristallgitter nach ihren Symmet-
rieeigenschaften zu charakterisieren, um so etwaige Rückschlüsse auf bestimmte Materialeigenschaf-
ten, wie beispielsweise die Anisotropie, etc., durchführen zu können. Da laut obiger Definition ein Kris-
tallgitter eine repetitive Struktur aus Elementarzellen darstellt, ist es zweckmäßig, die Geometrie dieser 
Basisobjekte zu quantifizieren. Im Allgemeinen kann eine Elementarzelle im dreidimensionalen euklidi-
schen Raum entweder durch drei Gitter- bzw. Basisvektoren       (  ⃗  ⃗  ⃗          ), oder aber mit 
den entsprechenden Gitterkonstanten       sowie den zugehörigen Gitterwinkeln       eindeutig 
festgelegt werden. Es sei an dieser Stelle jedoch festgehalten, dass durch die Festlegung einer Einheits-
zelle der eigentliche Kristall in seiner gesamtheitlichen Struktur noch nicht eindeutig determiniert ist. 
Die Umkehrung dieser offensichtlichen Tatsache bedeutet, dass es für ein gegebenes Kristallgitter nicht 
nur eine, sondern unendlich viele Möglichkeiten gibt, eine Elementarzelle zu definieren. Verwendet 
man jedoch allgemeine Elementarzellendefinitionen wie bspw. kleinstes Zellvolumen (primitive Elemen-
tarzelldefinition) bzw. kürzester Nachbarschaftsabstand (Wigner-Seitz-Elementarzelldefinition), sind 
eventuell vorhandene Symmetrieeigenschaften der Kristallstruktur meist nur schwer erkennbar, wes-
halb man zusätzliche Bedingungen an die Definition der Elementarzelle festlegt. Durch diese zusätzli-
chen Bedingungen resultieren zwar geometrisch-räumlich größere Objekte (Elementarzellen), jedoch 
sind die Symmetrieeigenschaften des gesamten Kristallsystems in der so definierten Elementarzelle 
besser erkennbar. Im Wesentlichen umfassen die zusätzlichen Bedingungen zur Elementarzelldefinition, 
dass gegenüberliegende Flächen parallel sind, die Zelle möglichst klein sein, aber dennoch die volle 
Symmetrie des Gitters darstellen soll, die Koordinatenachsen sich nach Möglichkeit unter einem Winkel 
von 90° oder 120° schneiden sollen sowie ein Rechtssystem bilden müssen. Es zeigt sich, dass es für die-
se Bedingungen sieben verschiedene Achsensysteme – die sogenannten Kristallsysteme – gibt, womit 
unmittelbar die Basisvektoren determiniert werden. Aus den Möglichkeiten bezüglich der Anordnung 
von Elementarzellen ein gesamtes Kristallgitter zu generieren, erhält man zusammen mit den eben er-
wähnten und eingeführten Achssystemen die oft verwendeten Bravais-Gitter, von denen es nach Ein-
haltung sämtlicher bisher eingeführten Vorschriften exakt 14 gibt. Es sei an dieser Stelle nochmals er-
wähnt, dass diese Gitter aus einer im Wesentlichen willkürlichen, jedoch zweckmäßigen Definition fol-
gen und durch jede andere Vorschrift ersetzbar wären, wobei allerding in den Materialwissenschaften 
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 Tabelle 2–1: Elementarzellen bzw. Bravais-Gitter 
Es gibt allerdings auch Problemklassen in der Festkörperphysik, den Materialwissenschaften oder der 
Kristallographie, bei denen andere Elementarzelldefinitionen als die hier erwähnten Bravais-Gitter effi-
zienter und zweckmäßiger sind. 
Festkörper ohne innere strukturierte (Fern-)Ordnung wie beispielsweise Glas werden amorph genannt. 
Daneben gibt es noch Quasikristalle, die zwar wohlgeordnet sind, jedoch keine dreidimensionale Trans-
lationssymmetrie besitzen und aus mehreren unterschiedlichen Struktureinheiten aufgebaut sein kön-
nen. 
Je nach Ausprägung der äußeren Form unterscheidet man Kristalle, deren äußere Form durch fremde 
Grenzflächen bestimmt ist und die als xenomorphe Kristalle oder Kristallite bezeichnet werden sowie 
unbeeinträchtigt ausgebildete, sogenannte idiomorphe Kristalle (mit Eigengestalt). Diese erwähnten 
Kristallite findet man in allen technischen metallischen Werkstoffen als Kornstrukturen wieder, wobei 
der Terminus „Korn“ bzw. „Kornstruktur“ aus dem Kontext der Materialwissenschaften kommt und dort 
auch hauptsächlich als synonymer Begriff für einen Kristalliten verwendet wird. Somit sind Kristallite 
(bzw. Körner) im wesentlichen Kristalle, die die eigentliche Kristallform nicht oder nur teilweise ab-
zeichnen. Am Rande sei darauf verwiesen, dass man anisotrope Flüssigkeiten, welche einige Charakte-
ristika eines Kristalls aufweisen, oft als Flüssigkristalle bezeichnet. 
Ein weiterer wichtiger Punkt bei der Beschreibung von Kristallen ist die Festlegung von Richtungen in-
nerhalb der Kristallstruktur. Die Richtung kann am einfachsten mittels Vektoren beschrieben werden. 
Da sich Vektoren stets auf Basissysteme beziehen, wobei diese Basisvektoren ohnehin schon in der 
Elementarzelldefinition innerhalb einer Kristallstruktur festgelegt sind, ist die Richtungsdetermination 
mittels eines Zahlentrippel im dreidimensionalen euklidischen Raum eindeutig und einfach definierbar. 
Aus dieser Überlegung heraus ist eine einfache Verbindung zu den sogenannten Millerschen Indizes ge-
geben, die in der Kristallographie genau zum Zwecke der Richtungsdetermination innerhalb von Kristall-
systemen üblich ist und in anderen Disziplinen wie der Festkörperphysik (Röntgenbeugung, Bragg Be-
ziehung, etc. …), den Materialwissenschaften (bspw. Kristallmorphologie) oft angewendet werden. Da 
Ebenen ebenfalls durch Richtungen wie beispielsweise Normalvektoren festlegbar sind, ist es auch mög-
lich diese geometrischen Objekte (Gitterebenen, Gleitebenen, etc.…) durch Millersche Indizes zu be-
schreiben. Es gibt verschiedene Ausgangspunkte, Millerindizes einzuführen, wobei der hier gewählte 
Weg zwar nicht am elegantesten ist, jedoch den Vorteil hat, dass dieser sich am anschaulichsten dar-
stellen lässt. Ausgehend von einem ausgezeichneten Anfangspunkt, der den Ursprung des Basissystems 
darstellt, können nach obiger Elementarzelldefinition drei Nachbarpunkte der Basiszelle festgelegt wer-
den, wobei die drei Verbindungsvektoren vom Ursprung zu diesen Nachbarschaftseckpunkten die Ba-
sisvektoren darstellen. Die Millerschen Indizes sind durch die Anzahl der diskreten Sprünge von einem 
Gitterpunkt zum Nächsten in Richtung der drei Basisvektoren (Achssysteme) der Elementarzelle defi-
niert, womit diese Größen ganze Zahlen darstellen. Diese drei Indizes  ,   und   bilden ein Zahlen-
triplett, welche man als Millersche Indizes bezeichnet. Negative Indizes werden mit einem über die Zahl 
geschriebenen Balken gekennzeichnet, also beispielsweise  ̅ für  . Die Notation des Tripletts in ecki-
gen Klammern bezeichnet eine spezielle Richtung die auch als Richtungsvektor interpretierbar ist, also 
beispielsweise  [       ]. 
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 Bild 2-5: Richtungsfestlegung mit Miller Indizes in trikliner (l) und hexagonaler (r) Elementarzelle eines Kristallgitters 
Die Notation in spitzen Klammern, also die exemplarische Menge  〈      〉, bezeichnet alle zum Vektor 
 [      ] kristallographisch äquivalenten Richtungen. Dies soll am Beispiel  〈       〉 verdeutlicht wer-
den, aus dem die Richtungen  [       ] ,  [  ̅     ] ,  [       ] ,  [    ̅   ] ,  [       ]  sowie  [      ̅ ]  resul-
tieren, woraus sich wiederum erkennen lässt, dass kristallographisch äquivalente Richtungen prinzipiell 
durch Permutation der Millerschen Indizes bzw. deren Vorzeichen ermittelbar sind. 
Die Notation eines Tripletts in runden Klammern bezeichnet eine spezifische Ebene, also beispielsweise 










– beschreiben die Schnittpunkte der festgelegten Ebene an den entsprechenden Koordinatenachsen, 
welche wiederum durch die Basisvektoren der Elementarzelle festgelegt sind. Eine Division durch einen 
der Zahl Null äquivalenten Millerschen Index bedeutet, dass der Schnittpunkt im Unendlichen liegt, was 
wiederum die Parallelität der Ebene mit der entsprechenden Koordinatenachse bzw. des zugehörigen 
Basisvektors nach sich zieht. Aus der Tensoralgebra ist bekannt, dass zu jedem beliebigen Basissystem 
ein zugeordnetes reziprokes Basissystem definiert werden kann (Lippmann, 1996), das ebenso zur 
gleichwertigen Beschreibung des Kristallsystem verwendbar ist. Im Kontext des reziproken Basissystems 
stellen die Millerschen Indizes dann jedoch die Komponenten des Normalvektors der zu determinieren-
den Ebene im Kristall dar. Im kubischen Basisgitter fällt aufgrund der Tatsache, dass es sich um ein or-
thonormales (kartesisches) Basissystem handelt, das Ausgangsachsensystem mit dem reziproken Basis-
system zusammen. Auch bei der Festlegung von Ebenen, die kristallographisch zueinander äquivalent 
sind, gibt es eine eigene Notation. So kann mit der Schreibweise  {       } die Menge all jener Ebenen 
festgelegt werden, die zur Ebene  (       ) kristallographisch äquivalent sind, wobei für die prinzipielle 
Bestimmung der Menge dieser Ebenen formal die gleiche Vorgehensweise herangezogen werden kann, 
wie diese bei der Festlegung kristallographisch äquivalenter Richtungen vorgestellt wurde, was auf die 
Permutation von Millerschen Indizes und deren Vorzeichen hinausläuft. 
  
 Bild 2-6: Festlegung von Ebenen durch Millersche Indizes und deren Inversion im triklinen Kristallsystem 
Abschließend wird noch auf die Bedeutung von dichtesten Kugelpackungen bzw. Packungsdichten in 
Kristallen eingegangen. Die Packungsdichte ist in der Kristallographie definiert als Verhältnis des Volu-
mens der Atome, die sich in einer Elementarzelle befinden, zum Gesamtvolumen der Elementarzelle. 
Die Atome werden dabei als Kugeln identischer Größe angenommen. Man kann diese Definition auch 
allgemeiner auffassen, wenn nämlich im zweidimensionalen Fall die Kugel als Kreis und das zugeordne-
te dreidimensionale Volumen der Elementarzelle als Fläche der entsprechenden Kristallebene ange-
nommen wird. Daraus resultieren dann dichteste Packungen bezüglich betrachteter Kristallsystemebe-
nen. 
Kantenrichtungen Diagonalrichtungen 
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 Bild 2-7: Packungsdichten in Gitterebenen beim kubischen Kristallsystem 
Diese Packungsdichten spielen eine entscheidende Rolle bei der plastischen Deformation von Metallen, 
die sich im Wesentlichen durch Vorgänge im Kristallgitter des (metallischen) Materials erklären lassen. 
Unter Verwendung von Packungsdichten kann nämlich erklärt werden, weshalb plastische Deformatio-
nen hauptsächlich auf bestimmte Gleitebenen ablaufen und warum sich innerhalb dieser Gleitebenen 
bestimmten Gleitrichtungen bevorzugt ausbilden. Um darauf genauer eingehen zu können, muss je-
doch die Begrifflichkeit des Gleitens genauer definiert werden, was Inhalt des nachfolgenden Abschnitts 
ist. 
2.2.2 Defekte in Kristallen 
Im Gegensatz zu einem idealisierten Kristall bzw. Kristallsystem, welches im vorigen Abschnitt genauer 
beschrieben wurde, weisen reale Materialien keine perfekte kristalline Mikrostruktur auf. Die Abwei-
chungen von der idealen Kristallstruktur bzw. die Störung dieses Aufbaus bezüglich bestimmter Eigen-
schaften wie beispielsweise elektrisch, chemisch oder strukturell, kann im Allgemeinen als Defekt eines 
Kristalls definiert werden. Da hier nur mikroskopische Modelle Verwendung finden, welche auf den 
räumlich-strukturellen Aufbau des metallischen Materials Bezug nehmen, werden nur Defekte bezüg-
lich der Morphologie des Werkstoffs beschrieben sowie in der Formulierung berücksichtigt. Wie bereits 
erwähnt gibt es allerdings noch Defekte, die auf Störungen anderer Eigenschaften des Kristallsystems 
Bezug nehmen. Im Wesentlichen kann dabei in folgende drei Kategorien differenziert werden: 
 Elektrische Defekte: Darunter versteht man im Allgemeinen beim vorliegenden realen Kristall 
lokale Abweichungen der Ladungsverteilung gegenüber dem idealisierten Zustand. Wichtige 
Materialien, in deren Kristallstruktur die Ladungsverteilung gestört ist, sind die Piezokeramiken, 
die ein breites technisches Anwendungsgebiet haben. 
 Chemische Defekte: Die Ursache dieser Art von Defekten ist in der Substitution bzw. Einlage-
rung von Fremdatomen gegeben, deren Ursprung unter anderem durch Ausscheidungsprozesse 
determiniert sein kann. Sehr wichtige Vertreter dieser Art von Defekten sind sogenannte in-
terstitielle Zwischengitteratome, die auf Plätzen sitzen, die im regulären Gitter unbesetzt sind. 
Solche Defekte werden auch als interstitielle Fehlstellen bezeichnet. 
 Strukturelle Defekte: Defekte dieses Typs liegen dann vor, wenn die räumliche Fortsetzung der 
Einheitszelle bzw. diese selbst in der Morphologie oder dem geometrische Aufbau bezüglich der 
idealen Struktur gestört ist. 
Im Allgemeinen liegt fast immer eine Kombination aus den hier dargestellten Arten von Defekten vor, 
wobei sicherlich strukturelle Defekte die wichtigsten Fehlerarten darstellen und die anderen beiden De-
fekttypen – nämlich elektrische sowie chemische – lediglich als eine Folge von Abweichungen in der 
Morphologie von der Idealstruktur angesehen werden können. Aus diesem Grund werden strukturelle 
Defekte im Folgenden weiter klassifiziert bzw. genauer beschrieben, da diese auch eine zentrale Rolle 
innerhalb plastischer Deformationsprozesse spielen. Grundsätzlich können strukturelle Defekte in 
Punkt- (0-dimensional), Linien- (1-dimensional), Flächen- (2-dimensional) sowie Volumendefekte (3-
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 Bild 2-8: Zweidimensionaler Schnitt durch dreidimensionale Kristallstruktur mit exemplarischen Defekten 
A. Interstitielles Atom (Punktdefekt): Eingelagertes zusätzliches Atom auf einer an sich irregulären 
Stelle in der Kristallstruktur, wobei der Einlagerungsplatz (Zwischengitterplatz) bezüglich einer 
anderen ähnlichen Elementarzellenstruktur durchaus regulär wäre. Wichtig bei diesem Punkde-
fekt ist, dass das zusätzlich eingelagerte Atom ein chemisches Element repräsentiert, aus dem 
die ideale Kristallstruktur besteht. 
B. Leerstelle (Punktdefekt): Dabei handelt es sich um freie Gitterplätze, die im regulären idealen 
Gitter normalerweise besetzt wären, bei Leerstellen jedoch unbesetzt bleiben. 
C. Frenkel-Paar (Punktdefekt): Ein Frenkel-Defekt bzw. Frenkel-Paar entsteht dadurch, dass ein Ion 
oder Atom seinen regulären Gitterplatz verlässt und auf eine normalerweise nicht besetzte Po-
sition im Kristallgitter wandert. Dadurch entsteht jeweils eine Leerstelle und ein Zwischengit-
teratom (bzw. ein Zwischengitterion). Zwischen dem Zwischengitteratom und der Leerstelle be-
steht eine anziehende Wechselwirkung, was zu elektrischen Defekten führt. 
D. Korngrenze (Flächendefekt): Korngrenzen trennen zwei Körner eines Kristalls (Kristallite), das 
heißt zwei Bereiche mit unterschiedlicher räumlicher Orientierung des Gitters. 
E. Versetzung (Liniendefekt): Diese Art von Fehlern resultiert aus Inkonsistenzen bezüglich der ge-
ometrisch-räumlichen Eigenschaften bzw. der Anordnung von Gitterebenen untereinander. 
Diese Fehler können in der Kristallstruktur durch eindimensionale linienbezogene Objekte ge-
ometrisch dargestellt werden. Dabei unterscheidet man zwischen Stufen- und Schraubenver-
setzungen. 
F. Substitutionsatom (Punktdefekt): Substitution eines regulären Platzes in der Kristallstruktur 
durch ein verunreinigendes Fremdatom. 
G. Zwischengitteratom (Punktdefekt): Eingelagertes zusätzliches verunreinigendes Atom auf einer 
an sich irregulären Stelle in der Kristallstruktur, wobei der Einlagerungsplatz (Zwischengitter-
platz) bezüglich einer anderen ähnlichen Elementarzellenstruktur durchaus regulär wäre. Sol-
che Defekte können auch als interstitielles verunreinigendes Fremdatom aufgefasst werden. 
Der Unterschied zum Punktdefekt, der als interstitielles Atom bezeichnet wird, liegt darin, dass 
das zusätzliche Atom ein komplett anderes chemisches Element darstellt als jene, aus welchen 
die ideale reguläre Kristallstruktur an sich aufgebaut ist. 
Wie bereits erwähnt, können die strukturellen Kristalldefekte nach ihrer räumlichen Dimension einge-
teilt werden, wobei im Folgenden diese Defektdifferenzierung genauer beschrieben wird. 
 Punktdefekte: Diese Defekte können entweder intrinsisch verursachte 0-dimensionale Fehler 
wie Leerstellen sowie interstitielle Atome oder aber eine Kombination aus beiden, welche dann 
als sogenanntes Frenkel-Paar bezeichnet wird, darstellen. Andernfalls besteht die Möglichkeit, 
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verunreinigenden Fremdpartikel in Form von Substitutions- oder aber auch Zwischengitterato-
me vorkommen können. 
 Liniendefekte: Diese Art von Defekt spielt bei der plastischen Deformation von Metallen eine 
zentrale Rolle. Versetzungen entstehen beim Kristallwachstum aus der Schmelze oder bei der 
Rekristallisation im festen Zustand infolge von Eigenspannungen oder bei der plastischen Ver-
formung und werden durch Versetzungslinien dargestellt. Ganz allgemein kann man Versetzun-
gen über Störungen innerhalb des Aufbaus eines perfekten Kristalls entlang von Linien definie-
ren. Geometrisch werden Versetzungen entweder durch das Fehlen einer Halbebene (Stu-
fenversetzung) bezüglich des perfekten Kristallaufbaus gebildet oder aber dadurch, dass ein Teil 
des dreidimensionalen Gitters in entgegengesetzten Richtungen und an beiden Seiten durch ei-
ne zweidimensionale Fläche ersetzt wird (Schraubenversetzung). Für diese eindimensionalen 
Kristallaufbaufehler gilt, dass sie wegen thermodynamischer Gründe nicht komplett aus dem 
vorliegenden Kristall entfernt werden können. 
 Flächendefekte: Der wichtigste Flächendefekt stellt die sogenannte Korngrenze dar, welche sich 
meist während der Kristallisation ausbildet. Wie bereits erwähnt, stellt ein Korn bzw. Kristallit 
im Wesentlichen einen Einkristall mit willkürlicher Orientierung dar, wobei die Orientierung 
(siehe Koordinatensystem in Bild 2-8) die räumlich-geometrische Ausrichtung des Gitters in 
Form einer vektoriellen Größe quantitativ beschreibt. Abhängig von dem Winkel, um den zwei 
benachbarte Gitter gegeneinander verdreht sind, spricht man entweder von Kleinwinkelkorn-
grenzen (Subkorngrenzen) oder aber von Großwinkelkorngrenzen. Liegen Kleinwinkelkorngren-
zen vor, so kann man sich diese Grenze auch aus einem Feld von Versetzungen aufgebaut vor-
stellen. Bei Großwinkelkorngrenzen ist die atomistisch diskrete Struktur dieses flächigen De-
fekts wesentlich komplexer und variiert stark mit dem Winkel, der zwischen den beiden be-
nachbarten Kornorientierungen vorliegt. Während der Kristallisation von verunreinigten metal-
lischen Materialien können noch weitere Arten von flächenbezogenen Defekten entstehen. Ein 
wichtiger Defekttyp bei Metallen sind sogenannte Stapelfehler, welche oft in Verbindung mit 
prismatischen Versetzungsschleifen (reinen Stufenversetzungslinien) oder partiellen Versetzun-
gen auftreten. Als letzter wesentlicher Vertreter von 2-dimensionalen flächigen Defekten sei 
noch die Zwillingsgrenze erwähnt, welche die Grenzfläche zwischen den beiden Teilen eines 
Kristallzwillings darstellt. Ein Kristallzwilling besteht aus zwei miteinander verwachsenen Kristal-
len der gleichen Struktur und Zusammensetzung. Die beiden Einzelkristalle lassen sich entwe-
der durch Punktspiegelung (Inversion), durch Spiegelung an einer Ebene, der sogenannten Zwil-
lingsebene, oder durch eine 180-Grad-Drehung um eine Achse, die dann Zwillingsachse genannt 
wird, zur Deckung bringen. 
 Volumendefekte: Dieser Art von Defekt stellt einen dreidimensionalen Volumenfehler (auch In-
klusionen) dar, der als vollständige Fremdphase im Inneren des Kristalls vorliegt. Dabei kann 
zwischen Poren (Objekte bzw. offene oder geschlossene Hohlräume im Kristall, die mit Gas o-
der Flüssigkeit gefüllt sind), Einschlüsse (feste Fremdphasen) sowie Ausscheidungen (hier wird 
die Fremdphase selbst aus den Substanzen des umgebenden Kristalls durch chemische Reaktio-
nen sowie Phasenumwandlungen gebildet) unterschieden werden. Da Volumenfehler den um-
gebenden Kristall verzerren, sind diese dreidimensionalen Defekte von einer Zone mit einer hö-
heren Konzentration niederdimensionaler Gitterfehler umgeben. 
Nach diesen Ausführungen wird nun speziell auf den eindimensionalen Gitterfehler, nämlich die Verset-
zung, eingegangen, welche die zentrale Rolle bei plastischen Deformationen innerhalb des in dieser Ar-
beit verwendeten konstitutiven Materialmodells spielt. 
2.2.2.1 Versetzungen 
Grundsätzlich stellt sich die Frage, warum metallische Werkstoffe, deren intrinsische Struktur kristallin 
aufgebaut ist, bestimmte Festigkeitseigenschaften bzw. ein sehr spezifisches Deformationsverhalten 
aufweisen. Dafür wurden im Laufe der Zeit Modelle entwickelt, die Defekte innerhalb der Kristallstruk-
tur verwenden. Dabei hat sich beispielsweise gezeigt, dass die Bewegung von Versetzungen innerhalb 
der Kristallstruktur sehr viele Deformationseigenschaften von metallischen Materialien erklärt. So wird 
beispielsweise die Belastung, welche notwendig ist, um ein Metall plastisch, zu deformieren, durch jene 
Spannung determiniert, welche notwendig ist, um eine Versetzungsbewegung auf kristallinem Niveau 
zu bewirken. Diese Tatsache führt wiederum auf die stark repetitive innere Mikrostruktur des Kristalls 
zurück, welche größere bleibende Deformationen des Materials zulässt. Um die These für die Notwen-
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digkeit von vorliegenden inneren Defekten im Kristall zu untermauern, wird ein Modell verwendet, das 
von einer vollkommen idealen Gitteranordnung ausgeht. Dazu kann in einem ersten Ansatz der Kristal-
laufbau durch ein Federmodell näherungsweise dargestellt werden, wobei die Gitterpunkte (Atome) 
jeweils mit den in unmittelbarer Nachbarschaft befindlichen Elementen (Atome) durch Federn mitei-
nander verbunden sind. Nun werden durch eine hinreichend große äußere Spannung bleibende plasti-
sche Verformung innerhalb des Werkstoffs induziert, wobei dieser Prozess durch ein Abgleiten von auf-
einanderliegenden Atomlagen beschrieben wird, um so Abschätzungen für die notwendigen makrosko-
pisch-plastischen Deformationsspannungen, welche im Folgenden auch als Fließspannungen bezeichnet 
werden, zu ermitteln. 
  
 Bild 2-9: Federmodell zur theoretischen Scherfestigkeit 
Das eben beschriebene und in Bild 2-9 dargestellte Federmodell für die plastische Verformung zeigt in 
den ersten drei Schritten (Nummern I bis III), dass die Federn gedehnt werden, der vierte entspricht 
dem dritten mit geänderter Nachbarschaft, danach ziehen sich die Federn wieder zusammen. Der idea-
lisierte vierte Schritt stellt in diesem Beschreibungsversuch den Kern dieses Ansatzes dar, weil dabei ein 
diskreter Sprung der Ebenen relativ zueinander erfolgt, der wiederum die Änderung von Nachbarschaf-
ten der Gitterpunkte nach sich zieht. Zur Berechnung der idealen theoretischen Scherspannung ver-
wendet man im einfachsten Ansatz das lineare Hookesche Gesetz 
       
 
 
 (Rel. 2-59) 
mit   als Scherspannung,   als Schubmodul,   als Ebenenabstand und   als Atomverschiebung sowie 
die Linearisierung einer sinusförmig angenommenen Scherspannung bezüglich der Verschiebung von 
Gitterebenen 
       
   
 
  
   
 
 
   
 
   (Rel. 2-60) 
mit   als Gitterkonstante und   als nicht bekannte Amplitudenschubspannung. Durch Umformung ist 
für die Atomverschiebung   sowie der Gitterkonstante   folgende Ungleichungsrelation ersichtlich 
     (Rel. 2-61) 
was wiederum für die Abschätzung der plastischen Scherspannung nach sich zieht, dass diese eine obe-
re Schranke darstellt, da für kleine Auslenkungen der Materialtangentenmodul aufgrund der Sinusfunk-
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 Bild 2-10: Verschiebungsspannungen für Gitterpunktanordnungen der Kristallebenen zur theoretischen Scherfestigkeit 
Aus der schematischen Darstellung im Bild 2-10 und den bisherigen Ausführungen geht hervor, dass das 
Atom A bei einem größeren Versatz irgendwann über dem Atom B liegt. Der Versatz beträgt dann die 
Hälfte der Gitterkonstanten, was einem instabilen Gleichgewicht entspricht und eine verschwindende 
Schubspannung zur Folge hätte. Dieses Szenario wiederholt sich mit der Periode des Gitters und demzu-
folge kann die Schubspannung auch sinusförmig dargestellt werden. 
Somit kann die Amplitudenscherspannung   aus dem linearen Anteil der Taylorreihenentwicklung der 
Sinusfunktion 
    





    
 
   
 (Rel. 2-62) 
sowie die obere Schranke der theoretischen Scherfestigkeit   durch die Annahme einer Äquivalen-
zapproximation aus Gitterkonstanten   bzw. Ebenenabstand   (   ) und der Tatsache, dass der Sinus 
einen maximalen Wert von 1 besitzt, abgeschätzt werden. 
    
 
   
   
   
 






 (Rel. 2-63) 
Aus verschiedenen experimentellen Bestimmungen der Fließspannung zeigt sich aber, dass je nach Art 
des metallischen Werkstoffs die theoretischen Scherfestigkeiten ca. 102 bis 104mal größer sind als die 
gemessenen plastischen Spannungen. Selbst eine Verfeinerung dieses Modells zur Abschätzung der 
oberen Schranke der Fließspannung reduziert diese Abweichungen nur unwesentlich. Dieser scheinbare 
Widerspruch konnte erst in den 1930er Jahren mit der Einführung des Konzeptes der Versetzung 
(Orowan, 1934) (Polanyi, 1934) geklärt werden. Die Grundidee ist, dass sich nicht der ganze Kristall ho-
mogen verformt, sondern dass eine lokale, stark verzerrte Region den Kristall durchläuft. Diese lokal 
stark verzerrte Region stellt den bereits zuvor eingeführten eindimensionalen Defekt der Versetzung 
dar, welcher sich bei plastischen Deformationen durch die Mikrostruktur des Werkstoffs bewegt. Man 
kann dieses Konzept der eindimensionalen Kristallstrukturdefekte auch aus energetischen Überlegun-
gen heraus ableiten, da für die Bewegung der Versetzung deutlich weniger Arbeit erforderlich ist als für 
die simultane Verschiebung der gesamten Ebenen gegeneinander. Dies ist analog zur Bewegung eines 
Teppichs: es ist viel leichter, ihn zu verschieben, wenn man eine Falte hineinbringt und diese durch-
schiebt, als ihn als Ganzes über den Boden zu ziehen (siehe Bild 2-11). 
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Geht man von diesen Beschreibungsansätzen aus, können inelastische Deformationen bzw. Abgleitvor-
gänge ganzer Kristallebenen durch Versetzungsbewegungen beschrieben werden, was im einfachsten 
Fall, durch Bewegung sogenannter Stufenversetzungen in der Kristallstruktur mit Bild 2-12 anschaulich 
ist. 
  
 Bild 2-12: Bewegung zweier Stufenversetzungen durch äußere Schubspannungen 
Durch den Vorgang der Stufenversetzungsbewegung kann der völlig identische Endzustand erreicht 
werden wie beim theoretischen Schubfestigkeitsmodell, jedoch auf energetisch effizienterer Weise. 
Somit bleibt als nächster wesentlicher Schritt, Versetzungen weiter zu differenzieren. Meist wird nur 




Bei diesen beiden Versetzungstypen handelt es sich um Extremfälle, die jedoch geometrisch gut dar-
stellbar sind. Ein anderer Zugang zur Einteilung von Versetzungen in Stufen- bzw. Schraubencharakteris-
tik ist mit der Tatsache verbunden, dass die Gleitebene nicht als Ganzes, sondern über Bewegungen 
dieser Versetzung durch den Kristall gegeben ist, was wiederum ein Abscheren von einzelnen Gitter- 
bzw. Atomreihen nacheinander darstellt (siehe Bild 2-12). Unmittelbar damit verknüpft ist, dass man 
von einem ungestörten Ausgangs- zu einem Endzustand, dessen Gestalt derart ist, dass ein Teil um eine 
atomare Stufe (Gitterlänge) abgeschert ist, auf zwei unterschiedlichen Wegen gelangen kann, was in 
Bild 2-13 schematisch dargestellt ist. Hierbei wird angenommen, dass eine ganze Reihe von Gitterpunk-
ten (Atomen) verschoben werden kann, aber nicht die ganze Ebene simultan. Theoretisch kann man al-
so eine Reihe abscheren, die in Richtung der angelegten äußeren Schubspannung liegt oder eine, die 
senkrecht dazu liegt. Im Fall der Abscherung bzw. Bewegung einer Reihe senkrecht zur Kraft wird von 
einer Stufenversetzung gesprochen, im anderen Fall der Abscherung bzw. Bewegung der Reihe parallel 
zur anliegenden Kraft von einer Schraubenversetzung. Die zuletzt genannte Begriffsbildung wird sofort 
erklärbar, wenn man sich die atomare Anordnung an der Grenze von ursprünglicher Ausgangsgit-
terstruktur zu der bereits deformierten bzw. abgescherten Endgitterstruktur etwas genauer ansieht 
(vgl. Bild 2-13 Detailabbildung). Darin ist der Beginn des Gleitens an der Stirnfläche zu erkennen, der 
sich Schritt für Schritt nach hinten durch den Kristall hindurchzieht. Verfolgt man einen beliebigen ge-
schlossenen Weg auf der Oberfläche um die Versetzungslinie, die durch das grau markierte Gitterele-
ment in Bild 2-13 markiert ist, so wechselt man bei einem kompletten Umlauf die Etage in der atoma-
ren Struktur des Gitters. Bei Wiederholung dieses Verlaufs entsteht so eine Schraubenlinie als Trajekto-
rie. 
τ τ τ τ 
τ τ τ τ b 
Theoretische Grundlagen 31 
 
 
 Bild 2-13: Möglichkeiten des Abgleitens einer Kristallebene aus Versetzungsbewegungen durch äußere Schubspannungen 
Die Gestalt der Stufenversetzung ist leichter durch einen Blick in Richtung der Atomreihe, die bewegt 
wird, zu erkennen, da sich an diesem Ort der Störung eine zusätzliche Reihe von Gitterpunkten einge-
schoben ist. Die Charakterisierung einer Versetzung erfolgt im Allgemeinen mit Hilfe zweier vektorieller 
Größen, nämlich mittels der bereits zuvor kurz erwähnten Versetzungslinie und durch den sogenannten 
Burgers-Vektor. Den Winkel, welchen diese beiden Größen zueinander einschließen, ist ein quantifizie-
rendes Maß, welches die Versetzungseigenschaften determiniert. Da Stufen- bzw. Schraubenversetzung 
die beiden Extremfälle von Versetzungen darstellen, sind die Winkel, welche die Versetzungslinie be-
züglich des Burgers-Vektors zueinander einschließen ebenfalls Extremwerte, was wiederum bedeutet, 
dass diese beiden Vektoren entweder senkrecht (  ⁄  bzw.    ⁄ ) oder aber parallel (  bzw.  ) zuei-
nander sind. Bei der Definition von Versetzungslinie bzw. Burgers-Vektor verwendet man zwecks besse-
rer geometrischer Veranschaulichung am besten die reine Stufen- bzw. Schraubenversetzung. Zu Be-
ginn ist es zweckmäßig, die Versetzungslinien der reinen Stufen- bzw. Schraubenversetzung zu definie-
ren, was sich allerdings nur für diese speziellen Grenzfälle so einfach darstellt. Für beide Versetzungsty-
pen ist die Richtung der Versetzungslinie unabhängig vom Ort bzw. Linienparameter und daher kon-
stant. Die Versetzungslinie  ⃗ mit reinem Stufencharakter ist durch die Kante der zusätzlich eingefügten 
Gitterebene definiert, wohingegen die Versetzungslinie  ⃗ einer reinen Schraubenversetzung durch die 
Rotationsachse der zuvor weiter oben beschriebenen schraubenförmigen Trajektorie bezüglich des Ab-
gleitvorgangs einer Kristallgitterebene definiert ist. Damit ein Burgers-Vektor  ⃗ überhaupt einführbar 
ist, muss zuerst der sogenannte Burgers-Umlauf definiert werden. Als sogenannter Burgers-Umlauf wird 
ein Linienzug um die Versetzungslinie bezeichnet, der in jeder kristallographischen Richtung gleich viele 
Schritte (in Atomabständen) enthält. In einem idealen Kristall wäre dieser Linienzug geschlossen, doch 
durch den Gitterbaufehler der Versetzung endet er nicht am Startpunkt, was in Bild 2-14 vereinfachend 
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 Bild 2-14: Burgers-Umlauf zur Bestimmung von Burgers-Vektor 
Man muss einen zusätzlichen Schritt machen, um wiederum zum Ausgangspunkt zu gelangen. Der Vek-
tor, der diesen zusätzlichen Schritt beschreibt, ist der Burgers-Vektor  ⃗. Er ist von der genauen Größe 
und Form des Umlaufs unabhängig, so lange er die Versetzungslinie umschließt. Somit stellt der Bur-
gers-Vektor eine Art Schließungsfehler dar, welcher die reale defektbehaftete zur idealen störungsfrei-
en Kristallgitterstruktur in Relation setzt. 
   
 Bild 2-15: Burgers-Umlauf und Vektor für Stufen- und Schraubenversetzung 
Die Drehrichtung des Burgers-Umlaufs ist bei dieser Definition nicht festgelegt, muss aber immer gleich 
gewählt werden. Es bietet sich an, sie nach der „Rechten-Hand-Regel“ passend zum Linienvektor  ⃗ zu 
wählen. Auch die Wahl der Orientierung des Linienvektors ist beliebig. Kehrt man sie um, so dreht sich 
entsprechend auch die Orientierung des Burgers-Vektors um. Damit kann die Definition der Stufenver-
setzung, bei der Orthogonalität mit  ⃗   ⃗  vorliegt, bzw. Schraubenversetzung, für die Parallelität mit 
 ⃗   ⃗  gilt, abgeschlossen werden (siehe Bild 2-16). 
  
 Bild 2-16: Charakterisierung der Richtungen von Stufen- und Schraubenversetzung 
In der realen defektbehafteten Kristallstruktur liegen meist Mischformen dieser beiden Versetzungsar-
ten vor, d.h. die Versetzungscharakteristik hat sowohl Eigenschaften einer Stufen- als auch einer 
Schraubenversetzung. Die Stärke der Ausprägung bezüglich Stufen- oder Schraubencharakter kann stark 
variieren und hängt von der betrachteten Position und somit vom Ort auf der Versetzungslinie ab, was 
durch den Punkt M in Bild 2-17 dargestellt ist. Die Versetzungslinie selbst wird durch eine einparametri-
ge Kurve beschrieben, deren Tangentialvektor die Richtung der Versetzungslinie angibt. Die Richtung 
dieses Tangentenvektors ändert sich mit dem Kurvenparameter, wohingegen der Burgers-Vektor be-
züglich dieser Versetzungslinie stets konstant und somit unabhängig vom Ort bzw. Kurvenparameter ist, 
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weshalb offensichtlich der Winkel zwischen Versetzungslinienvektor und Burgers-Vektor ebenfalls vari-
iert. 
  
 Bild 2-17: Charakter einer allgemeinen Versetzung im Punkt M 
Abschließend sei noch der Begriff des Versetzungsknotens eingeführt, der einen Punkt darstellt, in wel-
chem sich Versetzungslinien treffen (Bild 2-18). Diese Punkte sind im Allgemeinen kaum beweglich bzw. 
erfordern hohe Spannungen, um diese innerhalb der Kristallstruktur an eine neue Position zu bringen. 
Diese Eigenschaft besitzt im Erklärungsmodell zur Generierung von Versetzungen innerhalb spezieller 
Quellbereiche der Kristallgitterstruktur eine wichtige Rolle. Die Bildung eines Versetzungsknotens, d.h. 
das Zusammentreffen von Versetzungen, findet allerdings nur dann statt, wenn dies aus energetischen 
Gesichtspunkten zu einem niedrigen Niveau des so neu gebildeten Zustandes im System führt. Dies ist 
im Umkehrschluss der Grund, warum sich diese Versetzungsknoten so schwer aus deren räumlichen 
Positionen verschieben lassen, weil eine Änderung ihrer Lage einen energetisch ungünstigeren Zustand 
zur Folge hätte. 
Im Folgenden seien einige Eigenschaften von Versetzungen zusammenfassend dargestellt: 
 Versetzungen können nicht im Inneren eines perfekten Kristalls enden, sondern nur an ausge-
zeichneten Orten wie an der Kristalloberfläche selbst, an einer inneren Grenzfläche (Korn- oder 
Phasengrenze) oder aber an einem Versetzungsknoten. 
 Versetzungen können im Inneren eines perfekten Kristalls aber auch in sich geschlossene Schlei-
fen bilden. 
 Der Burgers-Vektor  ⃗ ist für eine gegebene Versetzung überall konstant und unabhängig von 
der Wahl der Umlaufschleife, wohingegen sich der Linienvektor  ⃗ ändert, welcher die Richtung 
des eindimensionalen Kristalldefekts beschreibt. 
 Die Gleitebene, auf welcher die plastische Deformation abläuft, wird durch den Burgers- und 
Linienvektor der Versetzung aufgespannt. 
 Der Betrag des Burgers-Vektors  ⃗ ist ein Maß für die „Stärke“, d.h. die elastischen Verzerrungen 
um eine Versetzung. 
 Unter Verwendung einer einheitlichen Vorzeichenkonvention bezüglich Burgers-Umlauf und 
Vektor verschwindet an einem Versetzungsknoten die Summe der Burgers-Vektoren. 
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Aus letzter Aussage geht auch hervor, dass sich Versetzungen gegenseitig annihilieren können, was ei-
ner gegenseitigen Auslöschung durch entgegengesetzt orientierte Versetzungslinien entspricht (Bild 
2-19), wobei dies in weiterer Folge einen nicht unwesentlichen Aspekt bei der Generierung von Verset-
zungen durch eine entsprechende Quelle darstellt. 
  
 Bild 2-19: Stadien während Annihilation von stufenförmiger Versetzung (1 links nach 3 rechts) 
In einem ersten anschaulichen Gedankenmodell ist es nachvollziehbar, dass sich die Atome in der Nähe 
des eindimensionalen topologischen Defekts „Versetzung“ in Relation zur idealen perfekten Kristallgit-
terstruktur nicht auf ihrer energetisch günstigsten Lage befinden, sondern eine höhere potentielle 
Energie besitzen. Man kann sich die reale versetzungsimmanente Gitterstruktur in der Nähe dieser De-
fekte als verspannt vorstellen, was wiederum unmittelbar auf den zuvor erwähnten energetisch höhe-
ren und somit ungünstigeren Zustand rekurrierbar ist. Eine Veränderung der Versetzungslinienform 
bzw. Vergrößerung der Versetzungslänge erfordert demnach ebenfalls Arbeit, weil daraus meist ein 
energetisch ungünstigerer Endzustand im System resultiert. Physikalisch-mathematisch lassen sich aus 
den beschriebenen Modellansätzen mit Hilfe der linearen Elastizitäts- sowie Potentialtheorie innere 
mechanische Spannungen berechnen, welche durch die Versetzungsstrukturen im Kristall selbst indu-
ziert werden. Da sich im Allgemeinen sehr viele solcher Versetzungslinien in metallischen Werkstoffen 
befinden, ist es nachvollziehbar, dass sich die Versetzungen über ihre im Gitter induzierten Spannungs-
felder gegenseitig beeinflussen bzw. untereinander interagieren. Da exakte mathematisch-physikalische 
Ausführungen des eben genannten Konzepts den Rahmen dieser Arbeit sprengen würden, sei an dieser 
Stelle nur auf die Literatur verwiesen (Hirth & Lothe, 1982) (Hull & Bacon, 2001). Den fundamentalen 
gedanklichen Ansatz in dieser Modellvorstellung stellt die Verknüpfung zwischen der realen diskreten 
bzw. punktförmigen Kristallgitterstruktur und den räumlich verteilten Spannungen dar, da bekanntlich 
ein Gitter nur aus einer Knotenmenge sowie aus einer Kantenmenge, mit der die Nachbarschaftsdefini-
tionen der Gitterpunkte beschrieben werden, besteht. Der Raum zwischen den Gitterpunkten ist leer, 
was bedeuten würde, dass eine kontinuierliche Verteilung von physikalischen Größen nicht abzubilden 
wäre. Um eine kontinuierliche Darstellungsweise zu ermöglichen, stellt man sich den gesamten vom 
Kristallgitter umschlossenen Raum als ein Kontinuum mit ideal elastischen Eigenschaften vor, das kon-
form zu den im Kristallgitter vorhandenen Versetzungen belastet bzw. deformiert wird. Im Folgenden 
wird versucht, anschauliche Zugänge zur Einführung einer physikalischen Größe zu geben, welche im 
Anschluss daran über einen exakten formalisierten kontinuumsmechanischen Weg zusätzlich hergelei-
tet wird. 
Eine wichtige, einfach einzuführende Größe stellt die sogenannte „Linienspannung“   dar. Durch die 
räumlich beschränkten verzerrten Teilbereiche des Kristallgitters, welche durch den lokalen Defekt 
„Versetzung“ verursacht sind, werden mechanische Spannungen induziert, denen man elastische Ener-
gien zuordnen kann, die wiederum über eine Potentialtheorie beschreibbar sind. Diese Energien sind 
direkt den Versetzungen zuzuordnen. Bezieht man diese durch eine Versetzung verursachte Energie auf 
die Einheitslänge dieses eindimensionalen Defekts, so erhält man einheitenmäßig eine Kraft. Damit ist 
die sogenannte Linienspannung   definiert. Eine Vergrößerung der Versetzungslänge erfordert Arbeit, 
ähnlich dem Verlängern einer gespannten Saite. Daher ist die Linienspannung gleich der Kraft, mit der 
eine Versetzungslinie „gespannt“ ist. Mit der Kontinuumsmechanik kann man die durch eine Versetzung 
induzierten modellhaften (elastischen) Spannungen über die potentielle Energie mittels der Verzer-
rungsenergie quantitativ beschreiben. Diese Verzerrungsenergie erhält man durch Integration über das 
von der Versetzung begrenzte endliche spannungsinduzierte Volumen und ist zusätzlich noch auf die 
Einheitslänge des eindimensionalen Kristallgitterdefekts zu beziehen. Die so erhaltene Größe entspricht 
der Linienspannung   bzw. ist das kontinuumsmechanische Äquivalent zu dieser und durch den nach-
folgenden Ausdruck approximativ gegeben 
       
 , (Rel. 2-64) 
wobei   der Burgers-Vektor,   der Schubmodul sowie   eine empirische Konstante ist, die von der Cha-
rakteristik der Versetzung abhängt und zwischen 0.5 und 1 liegen kann. Der kleinere Wert 0.5 ist einer 
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reinen Schrauben- und der größere Wert 1 einer reinen Stufenversetzung zugeordnet. Werte die zwi-
schen diesen Grenzen liegen, charakterisieren gemischte Versetzungen. 
Die Linienspannung   kann analytisch auf relativ einfachem Weg über elementare elastizitätstheoreti-
sche Überlegung bestimmt werden. Dabei startet man bei der Kinematik von Schrauben- bzw. Stu-
fenversetzung, wobei deren Verzerrungen und Spannungen im kontinuumsmechanischen Sinn modell-
haft idealisiert werden. Aus diesen Annahmen kann das Verschiebungsfeld (Defektbewegung) einer 
Schraubenversetzung mit der Definition einer konstanten Steigung   für einen beliebigen Winkel   
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 (Rel. 2-65) 
in vektorieller Form durch 
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) (Rel. 2-66) 
dargestellt werden. Das Verschiebungsfeld einer Stufenversetzung ist nicht durch elementare Überle-
gungen bestimmbar, weshalb auf eine exakte Herleitung verzichtet wird. Bei diesem Versetzungstyp 
zeigt sich durch offensichtliche geometrische Eigenschaften lediglich, dass die Verschiebungen und da-
her auch die Dehnungen in z–Richtung Null sind. Das hier ohne Beweis angeführte Verschiebungsfeld 
(Defektbewegung) einer Stufenversetzung lautet 
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  (Rel. 2-67) 
wobei in dieser Beziehung der Burgers-Vektor  ⃗ parallel zur x–Achse und der Linienvektor  ⃗ parallel zur 
z–Achse des Koordinatensystems liegen. Aus der Definition des linearisierten Verzerrungstensors kön-
nen die für das lineare Hooke‘sche-Stoffgesetz benötigten kinematischen Größen ermittelt werden, 
wobei für eine Schraubenversetzung diese sich in Form von 
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 (Rel. 2-68) 
ausdrücken lassenund für eine Stufenversetzung die Darstellung 
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 (Rel. 2-69) 
gilt. Bei beiden Deformationszuständen sieht man, dass es sich um ebene Verzerrungszustände handelt. 
Ebenfalls zu erkennen ist, dass keine Volumenänderungen beim Wandern von Schraubenversetzungen 
zu finden sind, wohingegen bei Stufenversetzungen im Allgemeinen durchaus Änderungen im Volumen 
stattfinden (nichtverschwindende erste Invariante!). Aus dem Hooke’schen Elastizitätsgesetz folgen 
schließlich die idealisierten Spannungen, welche den realen Kristall verzerren und die immanenten 
Energien innerhalb der Gitterstruktur bewirken. Die Spannungen lassen sich für eine Schraubenverset-
zung in der Form 
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 (Rel. 2-70) 
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angeben, sowie für einen stufenförmigen Kristalldefekt durch den Term 
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 (Rel. 2-71) 
ausdrücken. Analysiert man die Ausdrücke sowohl des Verzerrungs- als auch des Spannungstensors be-
züglich beider Versetzungsgrundtypen, so erkennt man, dass im Ursprung (im Versetzungskern) das 
Spannungs- und das Verzerrungsfeld divergiert – hier ist die lineare Elastizitätstheorie nicht mehr gültig! 
Die Energiedichte ist laut Abschnitt 2.1 in der Form 
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definiert, wobei man durch Integration über die (x,y)-Ebene die Energie pro Einheitslänge des Linien-
elements der Versetzung, die Linienenergie (=Linienspannung)  , erhält. Dieser Integrationsprozess er-
folgt über einen rotationssymmetrischen Kreisring, weshalb es zweckmäßig ist, von kartesischen auf zy-
lindrische Koordinaten überzugehen. Geometrisch-räumlich veranschaulicht, beschreibt man damit ei-
nen Schlauch mit endlicher Dicke um die eindimensionale Versetzungslinie, wobei für die berechnete 
Linienenergie des Defekts nur jene Anteile berücksichtigt werden, die sich innerhalb des Integrationsvo-
lumens befinden: 





 (Rel. 2-73) 
Das Integrationsgebiet ist somit nach innen und außen abgeschnitten, da innen, also im Zentrum bzw. 
Kern der Versetzung, die lineare Elastizitätstheorie nicht mehr gilt, während außen die Verzerrungsfel-
der irgendwo durch die anderen Versetzungen gestört werden. Auch bei nur einer einzelnen Verset-
zung würde bezüglich der Energie nach außen hin kein großer Fehler resultieren, da in jedem Fall Ver-
zerrungen und Spannungen asymptotisch mit der 2. Ordnung rasch genug abklingen, wobei dieser Ef-
fekt durch die multiplikative Verknüpfung beider Größen sogar verstärkt wird. Üblicherweise setzt man 
für den das Gebiet nach innen begrenzenden Radius den Burgers-Vektor und für die äußere Begrenzung 
den mittleren Versetzungsabstand an. Außerdem erkennt man durch diesen Ansatz, dass nur jene Be-
reiche für die Linienenergie der Versetzung berücksichtigt werden, innerhalb derer die lineare Elastizi-
tätstheorie gültig ist. Aus den eben beschriebenen Ansätzen erhält man schließlich für die spezifische 
Energie einer Schraubenversetzung den Ausdruck 
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 (Rel. 2-74) 
wobei sich die gleiche Größe für eine Stufenversetzung folgendermaßen darstellen lässt. 
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 (Rel. 2-75) 
Damit kann durch Flächenintegration die Energie pro Einheitslänge   der Versetzung bestimmt wer-
den, wodurch man den Ausdruck 
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 (Rel. 2-76) 
für einen schraubenförmigen sowie 
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 (Rel. 2-77) 
für einen stufenförmigen Defekt erhält. Dabei fällt auf, dass die Linienenergie   nur durch den Schub-
modul   sowie durch den Betrag des Burgers-Vektors   bestimmt ist, wobei es zweckmäßig ist, die rest-
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lichen Größen, wie den Geometrieparameter    (    ⁄ ) sowie die übrigen dimensionslosen Terme ( , 
 ), zu einer Konstanten   zusammenzufassen. 
Ebenfalls in diesem Zusammenhang steht der Mechanismus der Bewegung von Versetzungen durch ei-
nen realen Kristall. Dafür ist aber eine treibende Kraft nötig. Diese entsteht, wenn von außen ein Span-
nungsfeld aufgebracht wird. Allerdings laufen die Versetzungen nicht sofort los, da diese erst eine Art 
„Haftreibung“ in Form einer Schubspannung – oder in einem äquivalenten gedanklichen Modellansatz 
eine Energiebarriere in Form einer sogenannten Aktivierungsenergie – überwinden müssen. Die auf die 
Länge bezogene Kraft, welche ein mechanisches Spannungsfeld auf die vorliegende Versetzung ausübt, 
nennt man Peach-Köhler-Kraft und kann aus elementaren Überlegungen bestimmt werden. Ausgehend 
von einem vektoriell gerichteten Flächenelement        , das die skalare Fläche   als auch die Ori-
entierung dieser mittels eines senkrecht auf die Fläche stehenden Einheitsnormalvektors    beschreibt, 
kann ein infinitesimal kleines Flächenelement durch           berechnetet werden, wobei dieser 
Ausdruck nur dann seine Gültigkeit hat, wenn der Flächeneinheitsnormalvektor    als konstant an-
nehmbar ist. Bestimmt man die an einem Punkt der Versetzungslinie wirkende Spannung   , so ist diese 
elementare Berechnung einfach durch die Anwendung des mechanischen Spannungstensors     auf 
den Einheitsnormalvektor    durchführbar         . Durch Multiplikation mit der dem Einheitsnor-
malvektor    zugeordneten differentiell kleinen Fläche    erhält man schließlich die infinitesimale Kraft 
                       . Daraus ist  wiederum die differentielle (skalare) Arbeit    durch die 
(innere) Produktbildung mit dem im betrachteten Punkt sowie auf der gesamten Versetzungslinie kon-
stanten Burgers-Vektor    aus                   quantitativ bestimmbar. Nun lässt sich aber of-
fensichtlich das gerichtete infinitesimale Flächenelement     auch durch das Linienelement     der 
Versetzung, welches um den Weg     verschoben wird, mit Hilfe des äußeren (Kreuz-)Produkts darstel-
len:               . 
  
 Bild 2-20: Linien- und Burgers-Vektor an Versetzung die in Richtung des Verschiebungsvektors bewegt wird 
Damit kann zusammen mit der Symmetrie des Spannungstensors         sowie durch die folgenden 
Umformungen 
                                                    (Rel. 2-78) 
ein Ausdruck für die Arbeit ermittelt werden, welcher die Form eines Produkts aus Kraft     
             und Weg    , bezüglich des betrachteten Ortes auf der Versetzungslinie hat. Diese aus der 
Existenz der Versetzung resultierende Kraft muss offensichtlich von einer äußeren entgegengesetzt ge-
richteten Belastung aufgebracht werden, um den inneren Widerstand (Barriere) zu überwinden, damit 
eine Bewegung der Versetzung überhaupt möglich ist. Ersetzt man den bezüglich der Versetzungslinie 
infinitesimale Tangentenvektor    , welcher aus dem differentiellen Flächenelement     hervorgegan-
gen ist, durch seinen in dieselbe Richtung weisenden tangentialen Einheitsvektor        √      ⁄ , so 
folgt eine auf die Einheitslänge der Versetzungslinie bezogene Kraft   . Diese von außen aufzubringen-
de längenbezogene Kraft  , welche für die Versetzungsbewegung nötig ist, nennt man Peach-Köhler-
Kraft und ist nach dem Newtonschen Reaktionsprinzip 
                                               (Rel. 2-79) 
leicht ermittelbar. Damit ist eine fundamentale Größe auf mikrostruktureller Ebene quantitativ erfasst, 
die in Verbindung mit weiteren Ansätzen sowie zusätzlichen mikromechanischen Modellen eine Basis 
für das in dieser Arbeit verwendete Konstitutivgesetz darstellt. 
Als nächster Schritt soll nun die Kraftwirkung auf eine Versetzungslinie in Abhängigkeit der Krümmung 
untersucht werden. Der Grund hierfür liegt in der Stabilität von Versetzungslinien. Hierunter ist die 
Problematik zu verstehen, welche Morphologie von Versetzungslinien auftreten dürfen, damit diese 
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terstruktur annehmen, was – wie erwähnt –von den lokalen Krümmungen der Versetzungslinien ab-
hängt. Gibt es im Kristall ein Versetzungssegment, das an beiden Enden (in Bild 2-21 die Punkte A und 
B) unbeweglich befestigt und einer Scherspannung in seiner Gleitebene ausgesetzt ist, so biegt es sich 
zu einem Bogen mit dem Radius  , da ja auf das Versetzungsstück die Peach-Köhler-Kraft wirkt. 
  
 Bild 2-21: Deformation von Versetzung idealisiert durch Linie und Kreisbogen 
Die beiden Punkte A und B kann man sich als kaum bewegbare Versetzungsknoten vorstellen, wobei es 
auch noch andere – in dieser Arbeit jedoch nicht beschriebene – ausgezeichnete Punkte im Kristallgitter 
geben kann, die zwar auf Versetzungslinien liegen, jedoch aufgrund lokaler Eigenschaften ihre räumli-
che Positionen praktisch kaum verändern können (bspw. Jogs). Durch den mikrostrukturellen Vorgang 
der Biegung einer Versetzungslinie infolge äußerer makroskopischer Belastungen nimmt die Verset-
zungslänge zu, d.h. es muss Arbeit geleistet werden. Die Gleichgewichtsbedingung kann man am ein-
fachsten an einer geschlossenen kreisförmigen Versetzungslinie mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit 
berechnen. 
  
 Bild 2-22: Aufweitung einer idealisierten kreisbogenförmigen Versetzungslinie 
Bei geeigneter Spannung wirkt die auf die Versetzungslänge bezogene Peach-Köhler-Kraft immer radial 
nach außen und kann mit        angegeben werden. Wird der Radius von   auf      vergrö-
ßert, so leistet die Kraft  die Arbeit                 in radialer Richtung. Andererseits wird 
die Versetzungslinie in Umfangsrichtung offensichtlich zusätzlich verlängert, weshalb die hierfür nötige 
Arbeit aus der Definition der Linienenergie  , welche hier als konstant angenommen wird, durch 
            zu berechnen ist. Nach dem Prinzip der virtuellen Arbeit ist das System im Gleichge-
wicht, wenn die Gesamtarbeit verschwindet, woraus wiederum der Krümmungsradius der Versetzung 
bestimmt werden kann. 
                               
  
  
 (Rel. 2-80) 
Wenn die Spannung steigt, so wird der Krümmungsradius kleiner. Wenn sich das Versetzungssegment 
also zu einem Bogen formt, wird der Krümmungsradius mit wachsender Spannung immer kleiner, bis 
schließlich     vorliegt, d.h. der Krümmungsradius ist die Hälfte der ursprünglichen Versetzungslänge 
  . Steigt die Spannung noch etwas weiter an, so gibt es kein Gleichgewicht mehr: Der Radius wird wie-
der größer, die Spannung jedoch nicht. Das Segment wird instabil und expandiert sehr schnell (siehe 
Bild 2-23 rechts). 
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 Bild 2-23: Stabilität von idealisierten Versetzungslinien (links…stabil ; rechts…instabil) 
Es ist natürlich möglich, auch die Krümmung   als Funktion der Schubspannung  , des Burgers-Vektors 
  sowie der Linienspannung   auszudrücken, da bekanntlich die Krümmung   über den reziproken 
Wert des Krümmungsradius   definiert ist, womit sich eine größer werdende Krümmung   mit einem 
Anstieg der Schubspannung   ergibt. 





   
 
  
  (Rel. 2-81) 
Einen wichtigen Aspekt beim plastischen Fließen stellt das Vorhandensein von genügend vielen Verset-
zungen in der mikroskopischen Kristallgitterstruktur dar. Damit wird sichergestellt, dass die auf makro-
struktureller Ebene von außen aufgebrachten Belastungen bzw. Deformationen überhaupt vom Werk-
stoff aufgenommen werden können, ohne dass seine Mikrostruktur dabei unbrauchbar oder sogar völ-
lig zerstört wird. Andererseits ist es anschaulich nachvollziehbar, dass zu viele Versetzungen in der kris-
tallinen Gitterstruktur sich in ihren Bewegungen gegenseitig behindern. Es ist nach den bisherigen Aus-
führungen leicht vorstellbar, dass die von den Versetzungen im Kristall aufgebauten lokalen Spannungs-
felder interagieren und somit restriktiv auf die Versetzungsbewegungen wirken. Ist dies der Fall, so äu-
ßert sich diese Tatsache dadurch, dass das Material den von außen eingeprägten Deformationen bzw. 
Belastungen mehr Widerstand entgegensetzt. Üblicherweise wird dieses Phänomen als Verfestigung 
bezeichnet. Dieses Verhalten zeigen die meisten metallischen Werkstoffe während der ersten Phase ih-
rer plastischen Deformation, egal wie wenig oder wie viele Versetzungen sich im Initialzustand im Kris-
tallgitter des Materials befunden haben. Somit ist eine logische Konsequenz daraus, dass es speziell bei 
geringer Versetzungspräsenz Mechanismen geben muss, um die Anzahl der Versetzungen in der Kris-
tallgittermikrostruktur zu erhöhen, damit das Phänomen der Verfestigung überhaupt stattfinden kann. 
Der wohl wichtigste und bekannteste Ansatz zur Beschreibung der Versetzungsgenerierung ist die so-
genannte Frank-Read-Quelle (Frank & Read, 1950). Wie bereits gezeigt, wächst die Linienspannung ei-
ner Versetzung mit ihrer Krümmung. Daraus ergibt sich der bereits erwähnte wichtige Mechanismus 
der Versetzungsmultiplikation bzw. Versetzungsvervielfältigung im Kristall, welcher im Bild 2-24 darge-
stellt ist 
  
 Bild 2-24: Schematische Darstellung von Versetzungsgenerierung durch den Mechanismus der Frank-Read-Quelle 
und dessen Phasen während des Entstehungsprozesses im Folgenden genauer erklärt werden. 
I. Eine Versetzung werde an zwei Hindernissen (Punkte A und B seien bspw. Versetzungsknoten 
oder Jogs) festgehalten. 
II. Greift nun eine äußere Spannung   an, beult sich die Versetzung zwischen den Haltepunkten 
kreisbogenförmig aus. 
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III. Der Widerstand, den die Versetzung der Spannung entgegensetzt, steigt zunächst stetig an, da 
die Krümmung des Bogens zunimmt. 
IV. Hat sie Halbkreisgestalt erreicht – falls die Richtungsabhängigkeit vernachlässigt wird – stellt 
dies genau den Grenzfall zwischen den stabilen und den instabilen Lagen dar. 
V. Nimmt die Größe der Versetzungsschleife um einen infinitesimal Betrag bezüglich des Halb-
kreisbogens zu, wird sie instabil, da nun die Krümmung wieder abnimmt – sie dehnt sich ohne 
zunehmende Spannung weiter aus. 
VI. Hierbei wickeln sich die beiden Endsegmente der Versetzungslinie, da die Peach-Köhler-Kraft   
immer in Normalrichtung wirkt, um die Verankerungspunkte (A und B) herum. 
VII. Dabei laufen die hinten liegenden Segmente aufeinander zu, bis sie sich treffen und hierbei 
teilweise annihilieren, wodurch schließlich zwei, nicht mehr miteinander verbundene, Verset-
zungslinien entstehen. 
VIII. Gegen Ende des Vorganges wird der ursprüngliche (innere) Teil wiederhergestellt und es bleibt 
ein Versetzungsring um diesen (inneren) Versetzungsteil herum übrig, wobei der neu entstan-
dene und durch Versetzungsannihilation abgekoppelte äußere Teil des eindimensionalen Lini-
endefekts sich weiter ausdehnt. 
Anschließend kann der Prozess von neuem beginnen. Dieser Mechanismus wird als Frank-Read-Quelle 
bezeichnet. In ähnlicher Weise gibt es auch andere Möglichkeiten, aus einer Versetzung einen geschlos-
senen Ring abzulösen und so neue Versetzungen im Kristall zu erzeugen. 
Abschließend sei im Zusammenhang der Versetzungsgenerierung erwähnt, dass es sich beim Konstrukt 
der Frank-Read-Quelle keinesfalls um ein bloßes Gedankenmodell handelt, sondern durchaus experi-
mentell in der realen Kristallgitterstruktur nachgewiesen werden kann, was in Bild 2-25 zu erkennen ist. 
  
 Bild 2-25: Transelektronenmikroskopische Aufnahmen an Frank-Read-Quelle (Dash, 1956) 
Bei einem Simulationsmodell auf makroskopischer Ebene ist es aufgrund der riesigen Anzahl von Kris-
talldefekten unmöglich, jede einzelne Versetzung zu beschreiben. Hinzu kommt, dass kontinuumsme-
chanische Ansätze ein Materialverhalten oft ausreichend gut mit deutlich geringerem Rechenaufwand 
beschreiben können. Hierfür ist es ausreichend eine kontinuierlich verteilte Größe zu definieren, welche 
die Gesamtheit aller sich in einem betrachteten Volumen befindlichen diskreten Versetzungsobjekte 
beschreibt. In diesem Zusammenhang ist es naheliegend, eine Dichte von Versetzungen festzulegen. Da 
nach den bisher beschriebenen Eigenschaften die Versetzung durch die Länge der Versetzungslinie so-
wie durch den entlang dieser Linie konstanten Betrag des Burgers-Vektors festgelegt ist, liegt es nahe 
die Summe der Gesamtlängen aller Versetzungslinien innerhalb eines betrachteten Volumens als Defi-
nitionsgrößen für eine Dichte heranzuziehen. 
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Die Versetzungsdichte   ist definiert als die gesamte Länge der Versetzungslinien pro Einheitsvolumen 
des Kristalls. Somit ergibt sich für ein Volumen   mit einer gesamten Versetzungslinienlänge   folgende 
Versetzungsdichte: 
    
 
 
 (Rel. 2-82) 
Manchmal ist es praktisch, als alternative Definition der Versetzungsdichte die Zahl   der Versetzungen 
zu nehmen, die eine Einheitsfläche       (siehe Bild 2-26) schneiden, womit folgende Definitionsglei-
chung resultiert. 
     
 
 
 (Rel. 2-83) 
Sind alle Versetzungen parallel, ergeben beide Definitionen die gleiche Versetzungsdichte. Sind die Ver-
setzungen aber vollkommen zufällig orientiert, ergibt die volumenbezogene Versetzungsdichte   einen 
doppelt so hohen Wert wie die flächenbezogene Versetzungsdichte   . 
Typischerweise liegt die Versetzungsdichte in einem wärmebehandelten Metall zwischen 104 und 
106mm-2. Nach einer Kaltverformung wie z.B. durch Walzen steigen die Werte auf etwa 5∙109 mm-2. Da-
raus ist erkennbar, dass eine sehr große Anzahl von Versetzungen in einem metallischen Werkstoff vor-
liegen, weshalb man statistisch gesehen Wahrscheinlichkeiten bzw. deren beschreibende Größen wie 
Dichte- bzw. Verteilungsfunktion durch relative Häufigkeiten bzw. deren diskrete Verteilungsdiagram-
me in guter Näherung zur Approximation heranziehen kann. Dies ist der Ausgangspunkt zur Definition 
und Festlegung von mittleren Abständen von Versetzungen. 
Folglich geht man in diesem Zusammenhang von einer idealisierten Gleichverteilung der Durchstoß-
punkte der Versetzungen bezüglich des willkürlich – hier der Einfachheit halber rechteckig – gewählten 
Querschnitts aus. Im idealen Fall wären sämtliche   Versetzungsdurchstoßpunkte nach einem äqui-
distanten gitterähnlichen Schema angeordnet, wobei der Abstand sowohl in horizontaler als auch verti-
kaler Richtung   ist (siehe Bild 2-27). 
  
 Bild 2-27: Idealisierte Anordnung gleichverteilter Versetzungen in beliebigem Flächenquerschnitt 
In Bild 2-27 ist ein Ausschnitt des Gitters zu sehen, der die Gesamtfläche      (Bild 2-26) bedeckt, 
wobei exemplarisch an den eingezeichneten Durchstoßpunkten sich Stufenversetzungen befinden sol-
len, was für folgende Betrachtungen keinerlei Auswirkungen hat. Weil die Anzahl   der Versetzung hin-
reichend groß ist, kann diese gut durch ein ganzzahliges Produkt aus   Zeilen und    Spalten (      
  ) eines (teilweise im Bild 2-27 dargestellten) Gitters approximiert werden, wobei das eingeführte Git-
ter in seiner Gesamtheit die Fläche       (Bild 2-26) bezüglich der Versetzungsdichtedefinition    
vollständig bedeckt. Aus den Produkten zwischen Zeilen- bzw. Spaltenanzahl des Gitters und dem ein-
heitlichen Gitterabstand   sollen beide entsprechenden Rechteckseiten des betrachteten Querschnitts 
resultieren, was mit      sowie      darstellbar ist. Im Allgemeinen lassen sich aus den drei Glei-
chung (    ,     ,     ) die Größen       für reelle Zahlen eindeutig bestimmen, jedoch ist die 
Forderung, dass Zeilen- und Spaltenzahl ganzzahlig sein sollen, nicht immer erfüllbar, wobei die Abwei-
chungen aufgrund der sehr großen Anzahl von Versetzungsdurchstoßpunkten meist vernachlässigbar 
gering ist. Nun kann für alle quadratischen Teilbereiche, welche in Bild 2-27 die Versetzungsdurchstoß-
punkte umschließen, deren einheitlicher Flächeninhalt mit       ⁄   ⁄   
  bestimmt werden, 
l l l 
l 
l 
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wodurch sich die Gesamtfläche aus der Partialflächensumme des Querschnittgitters durch        
        berechnen lässt. Außerdem beträgt der Abstand einer beliebigen Versetzung zu seinen in 
horizontaler sowie vertikaler Richtung befindlichen nächsten Nachbarn genau  , nicht jedoch für jene in 
Diagonalrichtung. Liegt nun eine im statistischen Mittel gleichverteilte Anordnung von Versetzungen 
vor (Bild 2-28) und ordnet man jedem Versetzungsdurchstoßpunkt wiederum eine nach obigen Ausfüh-
rungen identisch festgelegte quadratische (Teil)Fläche zu, so kommt es im Allgemeinen zu Überlappun-
gen sowie Freiräumen zwischen diesen Partialflächen, wobei die Summe der Teilflächen, aufgrund des 
verwendeten Partialflächenzuordnungsschemas, offensichtlich die Gesamtfläche des betrachteten 
Querschnitts ist. Es ist auch nachvollziehbar, dass einerseits die wegen Überlappungen entstandenen 
mehrfach zu zählenden Flächenregionen sowie andererseits die nicht bedeckten und deshalb freien Flä-
chenbereiche im statistischen Mittel fast identische Eigenschaften bezüglich der summarischen Ge-
samtfläche des untersuchten Querschnitts zeigen. 
  
 Bild 2-28: Exemplarisch allgemeine Anordnung gleichverteilter Versetzungen in beliebiger Querschnittfläche 
Aufgrund der erwähnten Ansätze und Schlussfolgerungen kann ein mittlerer Abstand aus der Seitenlän-
ge der quadratischen Partialfläche, welche den Versetzungsdurchstoßpunkten zugeordneten ist, ermit-
telt werden. Durch Einsetzen der oben eingeführten Größen in die flächenbezogene Definitionsglei-
chung der Versetzungsdichte folgt der statistisch gesehene mittlere Abstand der Versetzungen: 
     
 




   
 
√  
 (Rel. 2-84) 
Als nächste Eigenschaft wird die plastische Deformation durch Bewegung von Versetzungen mittels ei-
nes relativ einfachen Modells beschrieben. Eine der wichtigsten mikrostrukturellen Erklärungsansätze 
zur Ermöglichung plastischer Deformationen, stellen die Ausdehnungsvorgänge einer Versetzungs-
schleife dar, welche beispielsweise durch den bereits beschriebenen Mechanismus einer Frank-Read-
Quelle entstehen können. Durch die äußeren Belastungen resultieren im Allgemeinen Schubspannun-
gen innerhalb einer Gleitebene, welche wiederum Ursache für die Vergrößerung bzw. Ausdehnung von 
dort vorliegen Versetzungsschleifen ist. Dieser Prozess wird üblicherweise durch den Fachterminus Glei-
ten beschrieben und ist in Bild 2-29 schematisch dargestellt. 
  
 Bild 2-29: Wachstum eine Versetzungsschleife in idealisierter Kristallgitterebene (Gleiten) 
Erreicht eine geschlossene Schleife einer Versetzung den Randbereich eines Kristallits, so hat sich die 
gesamte Gleitebene um einen Sprung in Richtung und Größe   des Burgers-Vektors verschoben. Aus 
den in Bild 2-30 idealisierten Gegebenheiten bezüglich Geometrie und Deformationszustand eines drei-
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dimensionalen Modellkristalls, welcher durch drei unabhängige charakteristische raumbezogene Aus-
dehnungsparameter  ,   und   quantifizierbar ist, resultiert ein Schubdeformationswinkel 
   
 
 
 (Rel. 2-85) 
der wiederum auf eine über die ganze Gleitebene vollständig ausgeprägte Versetzungsschleife (siehe 
Bild 2-30 links) zurückgeführt werden kann. Wenn die geschlossene linienhafte Defektstruktur nur par-
tiell (siehe Bild 2-30 rechts) über die Gleitebene des Kristalls ausgeprägt ist – wobei die teilweise geo-
metrische Ausdehnung derselben mit einem charakteristischen Längenparameter   determiniert sei – 
wird der eben eingeführte Schubdeformationswinkel   nur einen Bruchteil gegenüber der total ausge-
prägten Versetzungsschleife annehmen. Die totale oder volle Ausprägung der geschlossenen Verset-
zungslinie sei ebenfalls durch einen charakteristischen Längenparameter quantifiziert, der sich auch auf 
dieselbe Gleitrichtung bezieht wie die eben eingeführte Größe  . 
  
 Bild 2-30: Idealisierte Kristalldeformation durch totale (links) und partielle (rechts) Versetzungsschleife 
Somit erhält man durch eine simplifizierende lineare approximative Modellannahme bezüglich des 
Schubdeformationswinkels einer partiell ausgebildeten Versetzungsschleife innerhalb der betrachteten 
Gleiteben den Ausdruck 





 (Rel. 2-86) 
Im Allgemeinen befinden sich innerhalb einer Gleitebene eine Vielzahl von partiell ausgebildeten Ver-
setzungsschleifen, deren Wirkung sich bezüglich der Gesamtverschiebung einer Gleitebene überlagert 
bzw. die alle zusammen zu einer resultierenden Größe zusammenfassbar sind. Dabei geht man wiede-
rum von einem linearen Überlagerungsmodell der einzelnen partiell ausgebildeten Schleifen aus, womit 
die integral aufzufassende Größe   als summarischer Ausdruck aus den in derselben Gleitebene einzeln 
wirkenden partiellen geschlossenen Versetzungsschleifen mit 
    ∑   
 
    (Rel. 2-87) 
angesetzt werden kann. Des Weiteren setzt man eine konstante Versetzungsdichte im Modellkristall 
nach Bild 2-30 an, was zu den folgenden Ausdrücke für flächen- bzw. volumenbezogenen Größen führt. 











   
 (Rel. 2-88) 
Darin charakterisiert   die Länge der geschlossenen Versetzungsschleife um einen einzelnen Defekt. 
Außerdem ist ersichtlich, dass sowohl flächen- als auch volumenbezogene Versetzungsdichtedefinitio-
nen zu selben Größen führen, wenn alle betrachteten Liniendefekte parallel sowie normal zum betrach-
teten Querschnitt sind. Durch Verwendung aller bis jetzt genannten Annahmen und Einsetzen derselbi-
gen in die Gleichung des Schubdeformationswinkels  , erhält man zusammen mit der als konstant an-
genommenen flächen- oder volumenbezogenen Versetzungsdichte    bzw.   sowie der Einführung ei-
nes mittleren charakteristischen Raumausdehnungsparameters  ̅ 
  ̅  
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    (Rel. 2-89) 
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  ̅     ̅ (Rel. 2-90) 
Durch die partielle Ableitung bezüglich der Zeit folgt schließlich die sogenannte Orowan-Gleichung 
  ̇      ̇̅     ̇̅ (Rel. 2-91) 
mit  ̇̅ als mittlere oder durchschnittliche Geschwindigkeit 
  ̇̅  
 
 
∑  ̇ 
 
    (Rel. 2-92) 
der Versetzungsbewegung. An dieser Stelle soll noch erwähnt werden, dass identische Beziehungen 
auch für Liniendefekte mit reinem Schrauben- oder allgemeinen gemischtem Versetzungscharakter fol-
gen. 
Schließlich wird als letzter Punkt die notwendige Schubspannung, welche innerhalb einer Gleiteben auf-
zubringen ist, beschrieben. Dafür betrachtet man exemplarisch zwei interagierende Stufenversetzun-
gen, welche nach den bisherigen Asuführungen beide ein elastisches Spannungsfeld um sich besitzen. 
Würden beide Versetzungen in hinreichend großem Abstand voneinander entfernt sein, würden diese 
sich nicht in ihrem Bewegungsverhalten gegenseitig beeinflussen. Nun ist die reale Kristallgitterstruktur, 
in dem beide Liniendefekte sich befinden, räumlich begrenzt, weshalb beide Liniendefektstrukturen 
über Ihre Spannungsfelder miteinander interagieren. Die erste Ursache hierfür ist die elastische Wech-
selwirkung paralleler (Stufen)Versetzungen, die später auch für die Erklärung der Verfestigung, d.h. der 
Zunahme der kritischen Schubspannung mit zunehmender Verformung, benötigt wird. Diese Annahme 
sowie das im Folgenden dargestellte Modell wurde erstmals von Taylor (Taylor, 1943) vorgestellt, wes-
halb man diesen Ansatz oft in entsprechender Literatur unter der Bezeichnung „Taylor-Modell“ vorfin-
det. Außerdem stellt diese Beschreibung das mikromechanisch motivierte Modell zur Herleitung des in 
dieser Arbeit verwendeten kontinuumsmechanischen Konstitutivgesetzes dar. Dieses Konstrukt startet 
von zwei Stufenversetzungen, welche durch die Indizes 1 und 2 unterschieden werden und mit den Ver-
setzungslinienvektoren  ⃗  bzw.  ⃗  sowie den zugehörigen Burgers-Vektoren  ⃗  bzw.  ⃗  determiniert 
sind, wobei beide Defekte parallel zueinander vorliegen, woraus  ⃗   ⃗   ⃗ folgt. Die eben eingeführ-
ten Vektoren können für Defekte mit Stufencharakter folgendermaßen dargestellt werden. 









)   {   } (Rel. 2-93) 
Die Erste Stufenversetzung (V1) liegt im Koordinatenursprung (0) und wird durch eine Kraftwirkung, 
welche aus dem Spannungsfeld des zweiten Liniendefekts (V2) resultiert, beeinflusst. 
  
 Bild 2-31: Modellhafte Anordnung zweier interagierender Stufenversetzungen 
Deshalb ist eine Bewegung der ersten Versetzung mit einer Arbeit verbunden, welche energetisch 
durch die makroskopisch aufgebrachten äußeren Belastungen aufzubringen ist. Die Kraftwirkung auf die 
Erste Versetzung kann elementar aus der Peach-Köhler-Kraft, welche durch das Spannungsfeld des 
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determiniert ist, ermittelt werden 
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) (Rel. 2-95) 
wobei die Bewegung der Ersten Versetzung (V1) entlang der x-Achse oder in Richtung 1 erfolgt. Die ers-
te Komponente ist die Kraft, die zur Versetzungsbewegung in der Gleitebene der Kristallgitterstruktur 
notwendig ist, und welcher das Hauptinteresse gilt. Die zweite Kraft bewirkt ein sogenanntes Klettern 
der Versetzung. Darunter versteht man eine Versetzungsbewegung entlang der Ordinatenachse (y Ko-
ordinate bzw. 2-Richtung), was ein nach oben bzw. unten drücken Defektstruktur aus der Gleitebene 
hinaus bedeutet. Der Effekt des Versetzungskletterns tritt allerdings nicht bei hinreichend niedriger 
Temperatur auf, weshalb dieses Phänomen meist vernachlässigt wird. Wenn nun zwei parallele Stufen 
(hier in Bild 2-31 V1 und V2) durch Bewegungen innerhalb der Gleitebene einander passieren, muss ein 
Maximum der horizontalen Komponente der Peach-Köhler-Kraft überwunden werden, was durch eine 
äußere Spannung, der Passierspannung, aufzubringen ist. Diese ergibt sich durch Extremwertbestim-
mung der Horizontalkomponente der Peach-Köhler-Kraft, welche die offensichtliche Ursache für das 
sogenannte Versetzungsgleiten darstellt. Daraus erhält man vier Lösungen, welche unterschiedlich 
stabile aber auch instabile Lagen der Versetzungen zueinander festlegen und die nachfolgend angege-
ben sind. 
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 (Rel. 2-96) 
Die Gleitkraft bewirkt für parallele Stufen eine stabile Anordnung der Versetzungen übereinander, wo-
hingegen für antiparallele Burgers-Vektoren eine 45°-Anordnung stabil ist. Die maximal auftretende 
Kraft resultiert offensichtlich aus der größtmöglichen x-Koordinate, wobei letztgenannte laut Extrem-
wertbestimmung die Größe   (   √ )  hat. Somit folgt durch Einsetzen eine Kraft 
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 (Rel. 2-97) 
die für ein Versetzungsgleiten notwendig ist. Geht man noch von gleichen Burgers-Vektoren  ⃗   ⃗  
 ⃗ (bzw.   
    
      ) der beiden interagierenden unterschiedlichen Stufenversetzungen aus, was 
innerhalb eines Kristallits mit einheitlicher Gitterstruktur im Allgemeinen eine gerechtfertigte Annahme 
ist, vereinfacht sich der maximale Kraftausdruck weiter. Außerdem stellt die Peach-Köhler-Kraft laut Ab-
leitung eine auf die Längeneinheit der Versetzungslinie bezogene spezifische Kraft dar. Da für eine Ver-
setzungslinie der Burgers-Vektor   stets konstant ist, folgt dadurch mit einer Division desselben die 
notwendige Passierspannung  : 
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 (Rel. 2-98) 
Als letzter Schritt kann aus der Ableitung sowie der Definition der Versetzungsdichte bzw. des mittleren 
statistischen Abstandes von Versetzungsdurchstoßpunkten bezüglich einer beliebigen Ebene die unab-
hängige Variable   als der mittlere Versetzungsabstand identifiziert werden, woraus schließlich der 
Ausdruck 
   
  
  (   )
√       √  (Rel. 2-99) 
folgt, der die eigentlich relevante Größe der Versetzungsdichte beinhaltet. Diese Gleichung stellt die zur 
Versetzungsgleitbewegung notwendige Passierspannung dar, welche im Allgemeinen als sogenannte 
„Taylor-Spannung“ bzw. als „Taylor-Relation“ bezeichnet wird. Der aus mehreren Konstanten beste-
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hende Vorfaktor   kann als ein empirischer Wert angesehen werden, dessen Größe meist aus experi-
mentellen Untersuchungen zu ermitteln ist. Die Beziehung für die Taylorspannung stellt auf der mikro-
strukturellen Ebene die zentrale Gleichung dar, auf der die vorliegende Arbeit aufbaut, wobei die weite-
ren Aspekte in der Differenzierung der Versetzungen gegeben sind und in weiterer Folge wie diese Ver-
setzungsklassifikation auf die Verfestigungsmechanismen modellhaft angewendet werden können. 
2.3 Konstitutive Beschreibungen zum Materialverhalten fester Körper 
Im Allgemeinen verformen sich verschiedene Materialien unter den gleichen äußeren Belastungen un-
terschiedlich. Deshalb reichen die im Abschnitt 2.1 eingeführten Größen und Gesetzmäßigkeiten noch 
nicht aus, um den Zustand eines Körpers zu beschreiben. Mit den damit verbundenen Problemstellun-
gen setzt sich dieser Abschnitt in kurzer Form auseinander und soll zunächst nur eine rein verbale Ein-
führung in die wesentlichen physikalisch mathematischen Zusammenhänge geben. D.h. in dieser Ein-
führung wird – in einem ersten Schritt –bewusst auf eine strenge mathematische Darstellung verzich-
tet, um die elementaren Termini und physikalischen Zusammenhänge auf einem leichter nachvollzieh-
baren Niveau darzustellen. Außerdem soll mit der gebräuchlichen Ausdrucksweise vertraut gemacht 
werden, damit die formalen Ausführungen in den nachfolgenden Abschnitten begreifbarer dargestellt 
werden können. 
Die noch fehlenden Gleichungen sind Materialgleichungen, welche bei rein mechanischer Beschreibung 
des rheologischen Verhaltens von Stoffen einen Zusammenhang zwischen den im Kontinuum wirken-
den Spannungen und Verzerrungen bzw. Verzerrungsgeschwindigkeiten derstellen. Diese Gleichungen 
konstituieren das Verhalten des betrachteten Stoffes und werden deshalb meist auch als Konstitutiv-
gleichungen bzw. Konstitutivgesetz bezeichnet. Materialien sind also im Sinne der Kontinuumsmechanik 
als mathematische Modelle anzusehen, die das mechanische Verhalten von realen Stoffen unter defi-
nierten äußeren Bedingungen näherungsweise beschreiben. Somit ist ein Material durch seine Materi-
algleichungen definiert. Zur Formulierung dieser Materialgleichung bieten sich Tensorfunktionen als 
Hilfsmittel an. Um mit Hilfe der Kontinuumsmechanik das reale physikalische Verhalten von Stoffen 
richtig zu modellieren, müssen einige grundlegende Prinzipien erfüllt sein. Aus Platzgründen wird im 
Folgenden nicht auf alle, sondern nur auf einige dieser unbedingt einzuhaltenden Eigenschaften genau-
er eingegangen, weshalb die in diesem Abschnitt behandelten Prinzipien keinesfalls den Anspruch auf 
Vollständigkeit erheben. Für weiterführende Informationen sei auf weiterführende Literatur wie 
(Hutter & Jöhnk, 2004), (Becker & Bürger, 1975), (Ogden, 1984) verwiesen. 
Bei der Formulierung von Materialgleichungen ist das Prinzip der materiellen Objektivität zu beachten, 
d.h. Beobachter, die sich unterschiedlich bewegen, müssen aus einer Materialgleichung auf denselben 
Spannungszustand schließen können. Eine Materialgleichung muss somit forminvariant gegenüber star-
rer Drehung oder Translation des Bezugssystems sein. 
Zusätzliche Forderungen sind thermodynamisch begründet, so zum Beispiel die Verträglichkeit mit der 
Entropieungleichung (2. Hauptsatz der Thermodynamik). 
Ein weiterer Aspekt bei Materialmodellen beruht auf der Spannungsleistung in jedem infinitesimalen 
Volumenelement. Die Spannungsleistung kann als Funktion des Verzerrungsgeschwindigkeits- und 
Spannungstensors ausgedrückt werden, wobei diese Leistung unabhängig von dem verwendeten Ver-
zerrungsmaß sein muss. Deshalb ist zu jedem Verzerrungstensor ein konjugierter Spannungstensor zu 
ermitteln, der die Eigenschaft besitzt, dass die Leistung im Volumenelement auch quantitativ richtig be-
schrieben wird. 
In den folgenden beiden Abschnitten werden Materialmodelle vorgestellt, die einerseits auf lokalen an-
dererseits auf nichtlokalen Modellansätzen basieren. Im weitern soll erläuter werden, was mit den Be-
grifflichkeiten lokal und nichtlokal gemeint ist. In der Kontinuumsmechanik wird zur Lösung der vorlie-
genden Problemstellung meist die klassische Feldtheorie aus der Physik verwendet. In diesem Zusam-
menhang soll auf sehr kleine geometrische Dimensionen hingewiesen werden, die im Bereich von eini-
gen hundert Nanometern liegen können, in der dann auch die Quantenfeldtheorie, welche die zweite 
große Modellvorstellung in der theoretischen Physik darstellt, Anwendung finden kann. Die Begriffe lo-
kale und nichtlokale Modellierung stammen jedoch ursprünglich aus dem Zusammenhang der klassi-
schen und historisch älteren Feldtheorie (Kröner & Datta, 1966). Von einer lokalen Theorie spricht man, 
wenn die Feldgrößen ausschließlich Funktionen vom Ort (materieller Punkt) sind sowie optional noch 
von der Geschichte genau dieses Ortes (materieller Punkt) abhängen. Unter der Geschichte ist die Evo-
lution bestimmter Feldgrößen in Abhängigkeit eines skalaren Parameters, der die Zeit bzw. einen Las-
tinkrementfaktor darstellen kann, zu verstehen. Diese Belastungsgeschichte wird meist in Form von Dif-
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ferentialgleichungen bezüglich des Evolutionsparameters (bspw. Zeit) formuliert (vgl. Abschnitt 2.3.1.2 
Plastizität). In diesem Zusammenhang spricht man in der Kontiuumsmechanik oft von der Belastungsge-
schichte, die ein materieller Punkt erfahren hat, wobei folgende Unterscheidung zweckmäßig ist: 
 Der Zustand des betrachteten Punktes hängt von der gesamten Belastungsgeschichte ab, was 
bedeutet, dass der momentane Zustand von allen Zuständen, welche dieser in der Vergangen-
heit angenommen hat, resultiert. 
 Der Zustand eines Punktes hängt nur partiell von der Belastungsgeschichte ab. Hier ist der mo-
mentane Zustand nicht von allen, sondern nur von einer Untermenge der gesamten in der Ver-
gangenheit angenommenen Belastungszustände des betrachteten materiellen Punktes abhän-
gig. Diese Untermenge stellt meist ein zusammenhängendes, in die Vergangenheit gerichtetes 
Intervall bezüglich jenes Parameters dar, der die Belastungsgeschichte beschreibt, ausgehend 
vom aktuellen Wert dieses Evolutionsparameters. 
Von einem nichtlokalen Modell spricht man, wenn die konstitutiven Gleichungen nicht mehr vom ein-
zelnen betrachteten materiellen Punkt und dessen Belastungsgeschichte, sondern auch von Punkten 
und deren Belastungsgeschichte aus der Nachbarschaft abhängen. Als Nachbarschaft kann dieses Ge-
biet den ganzen Körper oder nur eine Untermenge desselben darstellen. In diesem Zusammenhang ist 
es noch wichtig zu erwähnen, dass Änderungen von Feldgrößen in der unmittelbaren Nachbarschaft des 
betrachteten Punktes sofortige Änderungen in den Gradienten der Feldgrößen nach sich ziehen. Daraus 
kann man den direkten Schluss ziehen, dass konstitutive Materialmodelle, welche örtliche Gradienten 
erster bzw. optional noch höherer Ordnung beinhalten, durch ihren mathematischen Beschreibungsan-
satz ebenfalls nichtlokale Materialmodelle darstellen. Enthalten Materialmodelle höhere Gradienten 
von tensoriellen Größen, so werden diese oft als Theorien höherer Ordnung bezeichnet. So enthält z.B. 
ein Model 2. Ordnung im Allgemeinen einen nullten, ersten und zweiten örtlichen Gradienten bezüglich 
der unabhängigen Tensorfeldgröße, wobei allerdings entweder der 0. oder der 1. sowie auch beide 
Gradienten in der Beschreibung fehlen können, was allein durch die beschreibende Physik bestimmt 
wird. Diese beschreibende Physik kann sich auf unterschiedlichen Niveaus befinden sowie ver-
schiedenste Phänomene oder Aspekte des Werkstoffverhaltens modellieren. In diesem Kontext besteht 
auch die Möglichkeit, verschiedene Verhaltensweisen eines Werkstoffs zu beschreiben, wozu mehrere 
physikalische Modelle erforderlich sind, welche jedoch miteinander gekoppelt werden müssen. Für das 
eben beschriebene Modellkonzept wird häufig eine sogenannte Mehrskalenmodellierung angewendet. 
Darunter versteht man Modell, bei denen mehrere physikalisch motivierte Theorien unterschiedliche 
Materialverhältnisse beschreiben, wobei jedes einzelne Modell nur innerhalb einer bestimmten Skala 
gültig ist, und durch unterschiedliche Methoden, wie bspw. Mittelung oder Energieäquivalenz, mitei-
nander verknüpft werden. Es ist vorstellbar, dass diese Konzepte in ihrer Handhabung relativ aufwendig 
und komplex sind, jedoch die Möglichkeit bieten, makroskopische Phänomene aus mikroskopischen 
Überlegungen zu erklären und quantitativ zu beschreiben, was für ingenieurswissenschaftliche Anwen-
dung von großer Bedeutung ist. In diesem Zusammenhang ist es wichtig, die häufig gebrauchten Begrif-
fe wie Skala und Mittelung bzw. Äquivalenzmethoden, die meist mit dem allgemeineren Terminus Ho-
mogenisierung belegt werden, genauer zu definieren. 
Zunächst bezieht sich der Begriff Skala nicht nur auf eine geometrische Länge, da es in der Materialme-
chanik auch Probleme auf unterschiedlichen Zeitskalen gibt, wie z.B. langsam vonstattengehende 
Kriechprozesse, oder hochdynamische Schneide- oder Umformprozesse wie Stanzen, Tiefziehen etc. Ei-
ne Skala bezeichnet eine Maßeinteilung, mit der eine Größe, welche bei der kontinuumsmechanischen 
Mehrskalenmaterialmodellierung meist eine Länge ist, verglichen wird. Bei der Wahl einer bestimmten 
Skala kann diese aber nur Messgrößen erfassen, welche die verwendete Skala auch mit einer bestimm-
ten Genauigkeit noch auflösen kann. Dies wird sofort klar, wenn beispielsweise an einem metallischen 
Werkstoff der Versuch unternommen wird, mit Hilfe von Geodreiecken Korngrößen zu messen, was 
mittels dieser Skala bzw. Erfassungssystems nicht möglich ist. Hierfür müsste man andere Systeme ver-
wenden, um die auf dieser Skala befindlichen Objekte, in diesem Bespiel Körner, zu erfassen (bspw. 
Rasterelektronen- oder optische Lichtmikroskope). Im Kontext der Materialmodellierung würde dies 
bedeuten, dass man eine Theorie verwenden müsste, welche auf dieser Skala Gültigkeit besitzt, um so 
das Verhalten dieser Objekte hinreichend zu beschreiben. Dieses Konzept kann rekursiv von einer zur 
nächsten Skala hin angewendet werden, was zum Begriff mehrskalige Modellierung führt. Dieser Um-
stand klingt zwar banal, ist aber in den meisten Literaturstellen wenn überhaupt nur unzureichend dar-
gestellt. Der Begriff Mehrskalenmodellierung sollte stets vom Terminus Homogenisierung getrennt an-
gesehen werden, da Materialmodelle, die auf dem Konzept der Homogenisierung aufbauen, keines-
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wegs mehrskalig sein müssen. Eine Homogensierung stellt im Wesentlichen eine Berechnung einer ein-
zelnen integralen Größe dar, die einem materiellen Punkt zugeordnet wird. Diese Berechnung erfolgt 
aus einer Menge von Zuständen anderer materieller Punkte, welche sich innerhalb eines genau defi-
nierten Bereichs befinden müssen. Der Berechnungsprozess selbst muss sich nicht zwingenderweise auf 
ein Volumen beschränken, dessen beschreibende Theorie sich auf einer anderen Skala befindet, son-
dern das verwendete physikalische Modell kann sich durchaus auf dieselbe Skala beziehen. 
Eine bereits aus den 1950er Jahren bekannte Theorie, welche unterschiedliche Skalen miteinander ver-
knüpft, stellt die sogenannte Hall-Petch-Beziehung (Hall, 1951) (Petch, 1953) dar. Bei diesem Modell 
konnte aus experimentellen Beobachtungen eine Erhöhung der makroskopischen Festigkeitsgrenz-
spannungen metallischer Werkstoffe festgestellt werden, die unmittelbar mit den vorliegenden mikro-
skopischen Korngrößen des observierten Materials in Zusammenhang stand. Durch weitere Untersu-
chungen konnten Hall und Patch unabhängig voneinander einen quantitativen Zusammenhang zwi-
schen der Anfangsfließspannung und der mittleren Korngröße ermitteln, der im Wesentlichen aussagt, 
dass die Erhöhung bzw. Erniedrigung der Fließspannung (Streckgrenze) direkt proportional zur rezipro-
ken Quadratwurzel des mittleren Korngrößendurchmessers ist. Die Proportionalitätskonstante be-
schreibt den Korngrenzwiderstand. Daraus ist ersichtlich, dass die makroskopische Festigkeit eines me-
tallischen Werkstoffes mit dem Kleiner-werden der im Material vorliegenden Körner steigt. 
  
 Bild 2-32: Exemplarische Verhältnisse der Korngrößendurchmesser in (Zug-)Probe zur Illustration des Hall-Petch-Effekts 
Anders ausgedrückt weisen feinkörnigere Metalle höhere makroskopische Festigkeitswerte auf als 
grobkörnige, wobei die Korngröße durch spezielle Wärmebehandlungsverfahren wie bspw. Glühen be-
einflusst werden kann. Aus dieser recht einfachen Theorie kann gefolgert werden, dass für den vorlie-
genden Fall grundsätzlich kontinuumsmechanische Theorien höherer Ordnung verwendet werden müs-
sen, wenn die makroskopischen Bauteilabmessungen (Größe   in Bild 2-4) ähnliche Größenordnungen 
aufweisen wie die intrinsischen Ausdehnungen (Größen    und    in Bild 2-4) der mikroskopischen Ob-
jekte (Körner, Kristallite, etc.), aus denen das Material aufgebaut ist. Damit ist eine zusätzliche Motiva-
tion gegeben, welche die Notwendigkeit der Anwendung von komplexeren Theorien zur Beschreibung 
des Materialverhaltens manifestiert. Wie bereits angedeutet, muss dann die Mikrostruktur des Materi-
als mitberücksichtigt werden, wobei dies mit Hilfe rein phänomenologischer Ansätze oder aber durch 
Miteinbeziehung von mikromechanischen Beschreibungsansätzen in das Materialmodell umgesetzt 
werden kann. 
2.3.1 Lokale Modelle 
Zum Einstieg in die phänomenologische Modellierung von komplexen Materialien ist es zweckmäßig, 
einfaches und überschaubares Werkstoffverhalten physikalisch zu motivieren sowie mathematisch zu 
beschreiben. Deshalb soll mit lokalen Theorien eine erste Einführung dargelegt werden. 
2.3.1.1 Elastizität und Isotropie 
Allgemein kann die Spannung     eines elastischen Körpers durch eine der Materialgleichungen 
       ̂  (   )   ̃  (   )   ̆  (   ) (Rel. 2-100) 
F F 
F F 
d2  d1  
l 
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definiert werden, wobei der unverformte Zustand des Körpers auf den Nulltensor führt. Bei Hyperelas-
tizität wird darüber hinaus noch die Existenz eines konvexen elastischen Potenzials , das auch als Ver-
zerrungsenergiefunktion bezeichnet wird, vorausgesetzt. Somit geht das hyperelastische Materialmo-
dell von der Reversibilität des rein elastisch verformten Kontinuums durch die im Körper gespeicherte 
Verzerrungsenergie aus. Wird das freie elastische Potenzial  beispielsweise als Funktion des rechten 
Cauchy-Green-Tensors     ausgedrückt, 
    ̂(   )   ̂(       )   ́(   ) (Rel. 2-101) 
so führt die Ableitung der freien Energiefunktion nach     
     
  ̂(   )
    
  ̂  (   ) (Rel. 2-102) 
zum Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor    . 
Der Beweis für die Ermittlung der Spannung durch Differentiation bezüglich eines die Kinematik der De-
formation beschreibenden Tensors kann über die Formänderungsarbeit und die reversibel gespeicher-
ten Energie dieser Arbeit geführt werden. Die einzige und dafür ist, dass die reversible gespeicherte 
Energie sich als Potential einer skalaren Größe darstellen lässt, welche von einem Tensor abhängt, der 
die Kinematik eindeutig beschreibt. Für die Beweisführung werden exemplarisch Größen aus der linea-
ren Theorie kleiner Deformationen verwendet, wobei die Vorgehensweise für nichtlineare Kinematik 
analog ist. Durch Äquivalenz der nach Abschnitt 2.1.2 infinitesimalen Formänderungsarbeit    und 
dem totalen Differential der als reversibel angenommenen Energiedichtefunktion      ̃(    ) 
               
  ̃(    )
    
           (Rel. 2-103) 
folgen mittels Vergleich der Koeffizienten die der Spannungen für hyperelastisches Verhalten durch ei-
nen Differentiationsprozess. 
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 (Rel. 2-104) 
Soll das zu modellierende Material isotrope Eigenschaften aufweisen, kann gezeigt werden, dass die Po-
tenzialfunktion nur mittels der Invarianten des rechten Cauchy-Green-Te nsors angesetzt werden kann. 
Da jedoch die Invarianten auch durch die Eigenwerte    des Tensors (   ) darstellbar sind, kann das 
elastische Potenzial auch durch diese ausgedrückt werden. Ein sehr allgemeiner und an Versuchsdaten 
gut anzupassender Ansatz ist durch 
  ̃(  )         ̂(  )    {
 ̂(  )    ̂( )  ∑     ̂ (  )
 
   
 ̂ (  )   
 
  
 ∑   
   
   
      (   )
 (Rel. 2-105) 
gegeben, wobei der Term  ̂( ) nur bei der Beschreibung von kompressiblen Materialverhalten berück-
sichtigt werden muss. Die Parameter    und    sind dem zu modellierenden Material aus Versuchen an-
zupassen. Durch diesen Ansatz sind viele in der Praxis oft verwendete Materialmodelle wie Neo-Hooke, 
Monny-Rivlin usw. darstellbar. Bezüglich der Materialparameter ist es noch wichtig zu erwähnen, dass 
diese die Bedingungen 
 ∑      
 
                (Rel. 2-106) 
erfüllen müssen, damit Existenzsätze für die Lösungen der zugeordneten Anfangs-Randwertprobleme 
angegeben werden können. Darin stellt   den Schubmodul dar. 
Exemplarisch ist abschließend noch die Darstellung der Spannungen     mit Hilfe der Eigenwerte    von 
   , welche die Hauptdehnungen repräsentieren, angegeben, wobei zur abkürzenden Schreibweise die 
Substitution 
  ̂(   )    ̃(  )         ̂(  )      ̂(  ) (Rel. 2-107) 
verwendet wurde. Durch Einsetzen von (Rel. 2-105) bzw. (Rel. 2-107) in (Rel. 2-102) folgt 
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 (Rel. 2-108) 
wobei die partiellen Ableitungen   ̂ (   )     ⁄  aus dem Eigenwertproblem 
 (      
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     (Rel. 2-109) 
und aus dem Ausdruck 
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  (Rel. 2-110) 
bestimmt werden können. In (Rel. 2-109) bzw. (Rel. 2-110) ist nicht über den 2- bzw. 3-fach vorkom-
menden Sub- bzw. Superskript   zu summieren, da dieser den  -ten Eigenwert sowie den zugehörigen 
Eigenvektor    
  des rechten Cauchy-Green-Tensors     darstellt. Somit kann die Eigenwertdarstellung 
der hyperelastischen Materialgleichung aus (Rel. 2-108) durch 
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  (Rel. 2-111) 
angegeben werden, wobei in (Rel. 2-111) die Summation bezüglich des 3- bzw. 4-fach vorkommenden 
Sub- bzw. Superskipts   ausschließlich über den Summenoperator durchzuführen ist, da   den  -ten Ei-
genwert sowie   
  den zugehörigem Eigenvektor des rechten Cauchy-Green-Tensors     darstellt. 
2.3.1.2 Plastizität 
Da ein wesentliches Ziel der Arbeit die mikrostrukturelle Modellierung von Plastizitätseigenschaften ist, 
soll in diesem Abschnitt kurz auf die klassische, kontinuumsmechanische Plastizitätstheorie eingegan-
gen werden, was für ein zusammenhängendes Verständnis essentiell ist. Dabei muss jedoch erwähnt 
werden, dass dieses Materialmodell zur Simulation der Substrukturen nur partiell Anwendung findet, da 
die Materialeigenschaften der Mikrobereiche als nichtlinear elastisch angesetzt worden sind, was eine 
Beschreibung der Plastizitätseigenschaften im Rahmen der Deformationstheorie (vgl. Abschnitt 2.4) im-
pliziert. Eine kurze Einführung in die klassischen Beschreibungsansätze zur Plastizität erscheint dennoch 
geboten, da diese eine zentrale Basis für das in der vorliegenden Arbeit verwendete Werkstoffmodell 
darstellt. Ein wichtiger Terminus bei plastischer Deformation ist das Fließen, worunter man die Defor-
mation des Werkstoffs im plastischen Zustand versteht. Die wesentlichsten Merkmale des elastisch-
plastischen Materialverhaltens sind: 
 Abhängigkeit von der Verformungsgeschichte 
 Irreversibilitat des Fließvorgangs 
Bei mehraxialer Werkstoffbeanspruchung wird in der Plastomechanik die Existenz einer Fließbedingung 
  angenommen. Die Fließbedingung stellt einen Zusammenhang zwischen den Spannungen bei Fließ-
beginn dar. Plastische Formänderungen können nur auftreten, wenn die Fließbedingung erfüllt ist. Die 
Fließbedingung kann geometrisch anschaulich im Hauptspannungsraum durch eine Fließfläche darge-
stellt werden. Spannungszustände, deren Bildvektoren innerhalb der Fließfläche liegen, sind elastisch. 
Bei Erreichen des Fließzustandes (Fließbeginn, Fließbedingung) ist es hilfreich, jene Modellvorstellung 
heranzuziehen, der zufolge die Fließfläche eines sich verfestigenden Werkstoffes in die Verfestigungs-
fläche übergeht. Die analytische Form dieser Verfestigungsfläche ist relativ kompliziert, da sie nicht nur 
vom Spannungszustand, sondern auch vom zugehörigen Verzerrungszustand und den Verfestigungspa-
rametern abhängt. Diese Verfestigungsparameter sind wiederum Funktionen von den vorausgegange-
nen Belastungs- bzw. Verformungszuständen, d.h. von der Verfestigungsgeschichte. Aus diesen Grün-
den kann die Verfestigungsfläche ihre 
 Größe (isotrope Verfestigung, im Folgenden durch die Größen   und   beschrieben) 
 Lage (kinematische Verfestigung, im Folgenden durch die Größen     und     beschrieben) 
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 Gestalt(anisotrope Verfestigung, bleibt in dieser Beschreibung unberücksichtigt) 
ändern. 
Die Fließbedingung     erlaubt nur Spannungszustände, die entweder innerhalb (elastisch) oder aber 
genau auf (plastisch) dieser Verfestigungsfläche (Fließfläche) liegen. Spannungszustände außerhalb 
(   ) der Verfestigungsfläche sind unzulässig. 
Bei inkompressiblen elastisch-plastischen Werkstoffen ist es zweckmäßig, deviatorische Größen zur Be-
schreibung des Materialverhaltens heranzuziehen. 
Ein weiterer wichtiger Modellansatz zur Beschreibung plastischen Materialverhaltens bezieht sich da-
rauf, ob große oder kleine Deformationen vorliegen. Bei kleinen Deformationen wird die Gesamtverzer-
rung in elastische und plastische Verzerrungen additiv aufgespaltet. Hingegen erfolgt bei großen De-
formationen eine multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten in einen elastischen und einen 
plastischen Anteil. Da die verwendeten Verzerrungen und der Deformationsgradient in unmittelbarem 
Zusammenhang stehen, werden im Folgenden ausschließlich „Verzerrungen“ (bspw.    
 ) als Funktions-
argumente herangezogen, die sich aber stets auf bestimmte Konfigurationen des Körpers beziehen. 
Exemplarisch und um die Formulierung einfach sowie übersichtlich zu Gestalten, ist hier die Darstellung 
in der Referenzkonfiguration gewählt worden, weshalb einfache Zeitableitungen aufgrund des festen 
Basissystems verwendet werden können. Dies macht die Verwendung einer objektiven Ratenformulie-
rung (vgl. Abschnitt 2.1.4 „Zeitableitungen“) nicht erforderlich. 
Wie bereits erwähnt, werden Verfestigungsvariablen     bzw.   zur Beschreibung der Verfestigung und 
des Fließens verwendet. Diesen Verfestigungsvariablen     bzw.   sind wiederum innere Variablen     
bzw.   zugeordnet, deren Zusammenhang über die zugrundegelegte Annahme der Existenz eines plasti-
schen Potenzials   gegeben ist, das oft wie folgt angesetzt wird: 
     ̂ (   
       )    ̂
 (   
 )   ̂ (     ) (Rel. 2-112) 
Die Theorie des plastischen Potenzials ergibt sich aus dem Prinzip der größten spezifischen Dissipations-
leistung. Danach stellt sich der tatsachliche Spannungszustand bei einem vorgegebenen plastischen 
Verformungsinkrement so ein, dass die dissipative plastische Arbeit maximal wird. In unmittelbarem 
Zusammenhang mit der Existenz eines plastischen Potenzials steht auch die Tatsache, dass die Konvexi-
tät der Fließbedingung für alle möglichen Deformationszustände stets gewährleistet sein muss. Die Be-
rechnung der (deviatorischen) Spannungen    , die hier nicht näher spezifiziert werden, und der den 
Verfestigungsvariablen     bzw.   zugeordneten inneren Variablen     bzw.  , kann durch die Ablei-
tung dieses freien Potenzials   nach ihren Argumenten erfolgen: 
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 (Rel. 2-113) 
Um alle unbekannten Größen eines plastischen Werkstoffmodells eindeutig zu bestimmen, sind noch 
weitere Gleichungen notwendig. Dabei handelt es sich um die Evolutionsgleichungen der plastischen 
(deviatorischen) Verzerrungen  ̇  
 
 und der Verfestigungsvariablen  ̇   bzw.  . Diese Gleichungen kön-
nen folgenden zwei Arten von plastischen Materialmodellen zugeordnet werden: 
 Assoziierte Plastizität 
Hier werden die Inkremente der entsprechenden Variablen über einen Differentiationsprozess 
aus der bereits bekannten Fließbedingung   berechnet: 
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        ̂(         ) (Rel. 2-114) 
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 Nicht-assoziierte Plastizität 
Hier werden die Inkremente der entsprechenden Variablen über weitere, dem Werkstoffverhal-
ten angepasste und gegebene tensorielle bzw. skalare Funktionen  ̂  (         ) , 
 ̂  (         ) bzw.  (         ) bestimmt: 
 
 ̇  
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 (Rel. 2-115) 
Die unbekannten skalaren Faktoren, die in den Evolutionsgleichungen eingeführt werden, müssen noch 
die sogenannten Kuhn – Tucker – Optimalitätsbedingungen erfüllen und werden auch aus diesen be-
stimmt: 
 
     ̂(         )       ̂(         )   
    ̂̇(         )   
 (Rel. 2-116) 
Von diesen Optimalitätsbedingungen wird im Rahmen der Kontaktmechanik in formal völlig analoger 
Art und Weise wiederholt Gebrauch gemacht, da sie die einzuhaltenden Nebenbedingungen in Unglei-
chungsform in einem mathematisch allgemeinen Ansatz erfassen und beschreiben. 
Damit ist das plastische Werkstoffverhalten ausreichend dargestellt und es kann zur Beschreibung von 
weiteren für diese Arbeiten relevanten Materialverhalten im Rahmen der speziellen Kontinuumsme-
chanik übergegangen werden. 
2.3.1.3 Viskose Eigenschaften 
Der Begriff Viskosität stammt eigentlich aus der Kontinuumsmechanik der Fluide, deren phänomenolo-
gisches Verhalten durch identische Grundgleichungen nach Abschnitt 2.1 beschrieben werden, sich je-
doch durch andersartige Materialgleichungen von festen Körpern unterscheiden. Im Gegensatz zum 
(elastisch) festen Körper, das die unbelastete – zumeist spannungsfreie – Konfiguration als ausgezeich-
neten Zustand und damit als natürliche Referenzkonfiguration besitzt, hat ein Fluid keine ausgezeichne-
te Konfiguration. Alle Konfigurationen des Fluids sind gleichwertig. Daher wählt man die jeweilige Mo-
mentankonfiguration als Referenzkonfiguration. Dies führt dazu, dass die Bewegung der Fluidpartikel in 
Eulerscher-, und nicht wie bei festen Strukturen in Lagrangescher Darstellung beschrieben wird. Die Be-
schreibung kontinuumsmechanischer Größen in Lagrangescher Darstellung erfolgt durch konstante 
ortsfeste Koordinaten der Referenzkonfiguration. Weil im Gegensatz dazu die Beschreibung derselben 
physikalischen Feldgrößen in Eulerscher Darstellung mittels sich zeitlich verändernden Koordinaten der 
Momentankonfiguration erfolgt, ist es nachvollziehbar, dass die Zeit als zusätzliche unabhängige Variab-
le in Konstitutivgesetzen von Fluiden mit zu berücksichtigen ist. Da die Kinematik der Partikel mit abge-
leiteten Größen aus dem Verschiebungsfeld (bspw. Verschiebungs-, Deformationsgradient, usw.) darge-
stellt wird, folgt durch die Miteinbeziehung der Zeit die Verwendung des transienten Verhaltens des 
Verschiebungsfeldes in Stoffgesetzen von Fluiden. Somit werden Konstitutivgesetze von Fluiden in Ana-
logie zu festen Körpern zumeist durch die zeitliche Änderung der die Deformation beschreibenden Grö-
ßen dargestellt. Deshalb kann der Spannungstensor im Fluid als Funktion der Verzerrungsgeschwindig-
keiten  ̇   (bzw. räumlichen Geschwindigkeitsgradienten            ⁄   ̇      
   usw.) oder äquiva-
lenter, die zeitliche Änderung der Kinematik jedoch ausreichend quantifizierender, Größen dargestellt 
werden. 
       ̂  ( ̇  )   ̂  ( ̇      )       ̂  (       )      (Rel. 2-117) 
Die oben angegebenen äquivalenten Darstellungen folgen unmittelbar aus der Überlegung, dass sowohl 
der räumliche Geschwindigkeitsgradient     als auch die Verzerrungsgeschwindigkeiten  ̇   nur Funktio-
nen vom Deformationsgradienten     sowie dessen zeitlicher Ableitung  ̇   sind (vgl. 2.1.1). 
Als physikalisch motiviertes eindimensionales Beispiel sei das Modell einer sich ideal verhaltenden Flüs-
sigkeit verwendet, um einerseits die mathematische Struktur der eben beschriebenen Stoffgesetze von 
Fluiden weiter zu erläutern, andererseits aber auch die Viskosität bzw. was mit der Ausdrucksweise 
„viskose Eigenschaften von kontinuumsmechanischen Medien“ gemeint ist, zu beschreiben. 
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 Bild 2-33: Modell zur Erklärung viskoser Eigenschaften von Fluiden 
Man stelle sich zwei im Abstand    angeordnete Platten der Fläche   vor. Zwischen diesen Platten be-
findet sich eine Flüssigkeit, die an beiden Platten haftet. In dieser Vorstellung soll der Raum mit der 
Flüssigkeit kontinuierlich in infinitesimal dünne Schichten unterteilt sein. Wird nun Platte P-II mit der 
Geschwindigkeit    bewegt, so bewegt sich die Schicht in unmittelbarer Nachbarschaft zu Platte P-II auf 
Grund der Haftung ebenfalls mit der Geschwindigkeit    . Außerdem kann davon ausgegangen werden, 
dass aufgrund der Art des Systems bzw. der äußeren Belastungen ausschließlich horizontale (Richtung 
2) Bewegungen der Fluidpartikeln zu erwarten sind, alle anderen Komponenten sind Null. Da Platte P-I 
ruht, ruht auch ihre Nachbarschicht. Die innenliegenden Flüssigkeitsschichten gleiten mit unterschiedli-
chen Geschwindigkeiten in horizontaler Richtung 1 aneinander vorbei. Die Geschwindigkeit nimmt von 
der ruhenden Platte P-I zur bewegten P-II zu. Im einfachsten Fall besteht eine lineare Abhängigkeit. Von 
der obersten, an der Platte P-II haftenden Schicht geht eine Tangentialkraft auf die darunterliegende 
Schicht aus. Diese bewegt sich folglich mit der Geschwindigkeit    . Diese Schicht wirkt wiederum auf 
die darunterliegende Schicht und bewegt sie mit der Geschwindigkeit    . 
Im Experiment lässt sich zeigen, dass die Kraft   , die nötig ist, um Platte P-II zu bewegen, proportional 
zu ihrer Fläche  , ihrer Geschwindigkeit     und antiproportional zu dem Abstand der Platten    ist: 
 
              
 
  
   





   
  
  
      
  
  
 (Rel. 2-118) 
Aus der zuletzt genannten eindimensionalen Beziehung kann eine naheliegende Verallgemeinerung für 
das dreidimensionale Kontinuum formuliert werden, wobei diese Gleichung die einfachste Form eines 
Mediums mit rein viskosem Verhalten darstellt: 
       (
   
   
 
   
   
)          (Rel. 2-119) 
Die Proportionalitätskonstante   ist die dynamische Viskosität. Häufig wird sie auch nur als Viskosität 
bezeichnet. Ist   unabhängig von der Geschwindigkeit  , so wird die Flüssigkeit als Newtonsche Flüssig-
keit bezeichnet. Für diese Flüssigkeiten stellt sich das eben beschriebene lineare Geschwindigkeitsprofil 
ein. Ist   von    abhängig, so bezeichnet man die Flüssigkeit als nicht-newtonschsches Fluid. Durch den 
im viskosen Stoffgesetz für Fluide enthaltenen symmetrischen Anteil des räumlichen Geschwindigkeits-
gradienten    , der wiederum unmittelbar mit den Verzerrungsgeschwindigkeiten  ̇   über die Defor-
mationskinematik     durch  ̇               (vgl. Abschnitt 2.1.1) verknüpft ist, folgt sofort, dass sich 
die im Medium einstellenden Spannungen größer werden, je rascher die Deformation durchgeführt 
wird. Umgekehrt verkleinern sich die Spannungen bei langsamer durchgeführten Deformationsvorgän-
gen. Ein solches Verhalten bezeichnet man als viskos, wobei diese Eigenschaften nicht nur bei Flüssig-
keiten bzw. Gasen anzutreffen ist, sondern auch bei Festkörpern sehr häufig vorkommt (bspw. Gummi, 
Kunstoffe etc.). Die physikalisch-mathematische Beschreibung des viskosen Verhaltens von Kontinua 
geht jedoch historisch gesehen primär auf fluide Medien zurück, weshalb dieser Terminus auch sehr oft 
mit Flüssigkeiten assoziiert wird. Allgemein kann also festgehalten werden, dass viskoses Verhalten ein-




Rand der Platte II (2D) (bewegt) 
Rand der Platte I (2D) (stationär) 
Fluid 
Geschwindigkeit, v1  
 Grad.: 
   




54 Konstitutive Beschreibungen zum Materialverhalten fester Körper 
bringt, wobei diese Abhängigkeit sowohl in linearer als auch in nicht-linearer Form auftreten kann. In 
diesem Abschnitt werden vorwiegend nur linear viskose Materialeigenschaften beschrieben. 
Bei festen Körpern findet man rein viskoses Verhalten stets in Kombination anderer Werkstoffeigen-
schaften, wie Elastizität und/oder Plastizität. Deshalb wird im Folgenden viskoelastisches und danach 
viskoplastisches Materialverhalten physikalisch sowie mathematisch kurz beschrieben. 
Viskoelastisches Verhalten stellt eine Kombination von rein viskosem und rein elastischem Verhalten 
dar. Die technisch relevantesten zeitabhängigen Deformationsprobleme stellen einerseits der Kriech-
vorgang und andererseits der Relaxationsprozess dar. Diese beiden einfachsten viskoelastischen Mate-
rialverhaltensweisen werden im Folgenden anhand elementarer eindimensionaler Feder-Dämpfer Mo-
delle kurz dargestellt und anschließend auf ein verallgemeinertes sich analog verhaltendes dreidimen-
sionales Konstitutivgesetz erweitert. Innerhalb der eindimensionalen Modellierung bilden die Federn 
reine Elastizitätseigenschaften und der geschwindigkeitsproportionale Dämpfer rein viskoses Werk-
stoffverhalten des festen Körpers ab. 
Als Erstes soll das Kriechen behandelt werden, welches im Wesentlichen durch die zeitlich sich verän-
dernde Anpassung der Dehnung an eine konstant vorgegeben Spannung definiert ist. Die sich verän-
dernde Anpassung der Dehnung hat asymptotisches Verhalten und strebt für hinreichend große Zeiten 
gegen einen stationären Dehnungswert. Kriechen kann am einfachsten mit einem eindimensionalen 
Kelvin-Voigt-Modell dargestellt werden. Dabei handelt es sich um eine Parallelschaltung einer linear 
elastischen Feder und eines linear viskosen Dämpfers, die nachfolgend dargestellt ist: 
  
 Bild 2-34: Modellierung viskoelastischer Eigenschaften von Festkörpern nach Kelvin-Voigt 
Aus Bild 2-34 ist zu entnehmen, dass die Dehnung   in Feder und Dämpfer gleich ist, während sich die 
Spannungen auf Feder und Dämpfer summarisch aufteilen,        . Man erhält für den eindimen-
sionalen Fall mit der elastischen Materialgleichung        und dem für das lineare viskose Konstitu-
tivgesetz       ̇ die von der Zeit abhängige Materialgleichung. 
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Darin wird die Größe      ⁄  als Retardationszeit bezeichnet. Analog zur Regelungstechnik werden 
diese Feder-Dämpfer-Modelle durch gewöhnliche Differentialgleichungssysteme beschrieben, wobei 
das Verhalten dieser Modelle durch die sogenannte Sprungantwort charakterisiert wird. 
  
 Bild 2-35: Transientes Verhalten eines Kelvin-Voigt-Materialmodells 
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Dabei bringt man am System eine äußere Last in Form eines Spannungssprunges   , der mathematisch 
durch eine Heavyside-Funktion darstellbar ist, auf, und misst bzw. berechnet das Antwortverhalten be-
züglich der resultierenden Dehnung: 
  ( )  
  
 
 (    
 
 ) (Rel. 2-121) 
Daraus erhält man die Charakteristik für das Kelvin-Voigt-Modell, welche sogenanntes Kriechen – d.h. 
ein exponentiell abklingendes Anwachsen der Dehnung mit der Zeit – zeigt. Im Gleichgewichtszustand – 
d.h. für hinreichend große bzw. unendliche Zeit – wird die gesamte Spannung von der Feder aufge-
nommen (d.h.:  (   )     ⁄ ). Dieses Medium reagiert also zunächst ähnlich wie ein Fluid, hat 
aber dann ein Endverhalten wie ein Festkörper. 
Eine dreidimensionale Verallgemeinerung dieses eindimensionalen Modells kann für große Deformati-
onen bei isotropen Verhalten ebenfalls formuliert werden, wobei eine explizite Darstellung der Konsti-
tutivgleichung für die gesuchten Spannungen möglich ist. Sie sei hier exemplarisch für die Ausgangskon-
figuration angegeben (Truesdell & Noll, 1965), (Eringen, 1967): 
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 (Rel. 2-122) 
In oben stehender generalisierter Form beschreiben die ersten beiden Terme den elastischen Anteil der 
Materialgleichung, wobei diese durch hyperelastische Ansätze aus Abschnitt 2.3.1.1 ausgedrückt wur-
den. Der letzte Term beschreibt das viskose Werkstoffverhalten. Wird in dieser Materialgleichung der 
elastische Anteil zu null gesetzt, dann folgt für den auf die Momentankonfiguration bezogenen 
Cauchy’sche Spannungstensor die sehr einfache Beziehung 
           (Rel. 2-123) 
welche für konstante Spannung ein lineares Ansteigen der Dehnungen bzw. Verschiebungen aufweist 
und somit ein zähes kompressibles Fluid beschreibt. 
Als nächstes wird kurz die sogenannte Relaxation dargestellt, welche im Wesentlichen durch eine zeit-
lich asymptotische Veränderung der Spannung bei einer vorgegebenen konstanten Dehnung definiert 
ist. Dieses Verhalten kann durch eine Reihenschaltung von Feder und Dämpfer im Kontext der 
Viskoelastizität eindimensional modelliert werden. 
  
 Bild 2-36: Elementares Materialmodell nach Maxwell 
Es ist offensichtlich, dass beim eindimensionalen Modell die Spannung   in Dämpfer und Feder gleich 
ist. Hingegen setzen sich die Dehnungen additiv zusammen (       ), woraus aus den Materialglei-
chungen der Feder (     ⁄ ) sowie des Dämpfers (  ̇    ⁄ ) und einer Differentiation nach der Zeit 
(  ̇   ̇  ⁄ ,  ̇    ̇    ̇) die das Gesamtsystem beschreibende gewöhnliche Differentialgleichung folgt: 
    ̇( )  
 ( )
 ̂
  ( ) (Rel. 2-124) 
Darin wird die Größe  ̂     ⁄  als Relaxationszeit bezeichnet. Analog zum Vorgehen beim Kriechvor-
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 Bild 2-37: Transientes Verhalten eines elementaren Maxwellschen Materialmodells 
Dazu wird eine sprunghaft wirkende konstante Dehnung       ⁄  aufgebracht und dann die Span-
nungsantwort berechnet: 
  ( )      
 
 
 ̂ (Rel. 2-125) 
Aus der Lösung folgt, dass die Spannung relaxiert – d.h. vom Anfangswert  (   )     auf den Wert 
  (   )    null absinkt. Da dieses Material keinen Festkörper beschreibt, muss das Maxwell-Modell 
durch eine Verallgemeinerung noch modifiziert werden, welche sich aus der Parallelschaltung einer zu-
sätzlichen linearen Feder mit der Elastizitätskonstanten    ergibt. 
  
 Bild 2-38: Modellierung viskoelastischer Eigenschaften von Festkörpern nach generalisierten Maxwell-Modell 
Das modifizierte Materialmodell besitzt bei aufgebrachter konstanter Dehnung eine Spannungsantwort, 
die gegen einen positiven – von null verschiedenen – Grenzwert asymptotisch abklingt. Dieses Modell 
wird auch linearer Standardkörper genannt und kann durch ein gegenüber dem Maxwellschen Modell 
leicht abgeändertes Differentialgleichungssystem beschrieben werden: 
  ( )    ( )    ( )    ̇( )  
  ( )
 ̂
  ̇ ( )   ( )   
   ( ) (Rel. 2-126) 
In obigem Materialmodell (Rel. 2-126) stellt die Größe    die Spannung im unteren Teil der Parallel-
schaltung des Standardkörpers, also dem Maxwell-Modell, dar. Analog dazu ist die Größe    jene Span-
nung, die im oberen Teil der Parallelschaltung des Standardkörpers – also der zusätzlich eingeführten 
linearen Feder – wirkt. 
Für die dreidimensionale Generalisierung des linearen Standardkörpers ist es wichtig zu erwähnen, dass 
die aus dem Produkt ermittelte Größe zwischen der Gesamtdehnungsgeschwindigkeit  ̇( ) und der 
Steifigkeit   des elastischen Materials, welches sich im unteren Teil des generalisierten Modells befin-
det, offensichtlich einer fiktiven transienten Spannungsänderung  ̇  ( ) desselben durch   determi-
nierten elastischen Mediums entspricht: 
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Eine dreidimensionale Verallgemeinerung dieses eindimensionalen Modells kann für nichtlineare Kine-
matik unter zusätzlichen physikalischen Voraussetzungen bezüglich der Referenzkonfiguration formu-
liert werden. Dabei geht man davon aus, dass der viskose Anteil der Deformation nur infolge der devia-
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bzw. Aufspaltung des rein elastischen Spannungsanteils    
 , welcher aus der parallelgeschalteten Feder 
(  ) resultiert, in einen deviatorischen (isochoren)    
     und volumetrischen    
     Anteil: 
    
      
        
     (Rel. 2-128) 
Aus diesen beiden Aussagen ist es zweckmäßig, das gesamte Problem durch die in Abschnitt 2.1.1 ein-
geführten Größen zur Beschreibung der Zwangsbedingung bezüglich Erhaltung (deviatorisch;  ̂  ) und 
Änderung (volumetrisch;  ) des Volumens zu beschreiben (Rel. 2-16). Des Weiteren wird noch hypere-
lastisches Materialverhalten vorausgesetzt, wodurch die Verzerrungsenergiefunktion notwendig wird. 
Wegen der Zerlegung des hyperelastischen Spannungsanteils    
  wird die Verzerrungsenergiefunktion 
 ̃ ( ̂    )    ̂
 ( ̂  )   
 ( ) additiv in einen isochoren ̂  ( ̂  ) und volumetrischen 
 ( ) Part 
aufgespaltet: 
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Für die fiktive elastische Spannung    
   bzw. deren zeitliche Änderung  ̇  
   (Rel. 2-127), welche aus 
dem Maxwell’schen Modell resultiert, wird aufgrund der vorausgesetzten Hyperelastizität für die Ver-
zerrungsenergiefunktion ̃ ( ̂    )    ̂( ̂  )   ( ) eine äquivalente Aufspaltung in einen isochoren 
Anteil ̂ ( ̂  ) (= deviatorisch inkompressibel) und volumetrischen Anteil ( ) (= kompressibel) ange-
nommen. Dabei verschwindet der volumetrischen Beitrag ( ( )   ), da laut obigen Festlegungen die 
viskosen Deformationsanteile nur von deviatorischen Größen abhängen ( ̃( ̂    )    ̂( ̂  )  
 ̃( ̂  )). Dementsprechend kann die fiktive elastische Spannung bzw. deren transiente Änderung be-
züglich der Ausgangskonfiguration einfach über die Annahmen aus Hyperelastizität dargestellt werden: 
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] (Rel. 2-131) 
Hiermit ist das auf die Ausgangskonfiguration bezogene gewöhnliche Differentialgleichungssystem zur 
Beschreibung viskoelastischer Eigenschaften (für Relaxationsverhalten) formulierbar: 
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 (Rel. 2-132) 
Dabei sind die weiteren Tensoren bezüglich der freien Verzerrungsenergiefunktionen aus dem volumet-
risch-isochoren Split der Hyperelastizität elementar bestimmbar. Sie sind hier jedoch nicht im Detail ge-
nauer spezifiziert, da hierfür explizite Angaben für entsprechende Werkstoffklassen wie Polymere oder 
ähnlich Kunststoffe notwendig sind. 
Dieser verallgemeinerte Ansatz für finite Deformationen wurde in den 1980ern in der Literatur vorge-
stellt (Simo, 1987) und ist nur eine von vielen Modellierungsmöglichkeiten, welche jedoch alle wesentli-
chen Aspekte in einfacher sowie zugänglicher Weise aufzeigt. Allerdings ist in diesem Modell nur die Ki-
nematik der Gesamtverzerrung als nichtlineare Größe berücksichtigt. Im Rahmen einer noch weiter ge-
neralisierten nichtlinearen Viskoelastizität müssen die Verformungen mittels des Deformationsgradien-
ten multiplikativ in einen rein elastischen und einen rein viskosen inelastischen Anteil zerlegt werden 
(Reese & Govindjee, 1998). Zusätzlich kommt noch die Möglichkeit hinzu, eine nichtlineare Abhängig-
keit der Viskosität von der Deformationsgeschwindigkeit zu berücksichtigen. 
Als weitere wichtige Materialeigenschaft wird nun noch die Viskoplastizität beschrieben, wobei ein Mo-
dell dieses Typs sich durch Gleichungen darstellen lässt, deren Charakteristik nachfolgend beschriebene 
wesentliche Eigenschaften aufweisen: 
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 Für eine gegebene Belastungsvorgabe resultiert zu jedem Zeitpunkt eine Materialantwort in 
Abhängigkeit eben dieser Belastungsgeschichte sowie insbesondere von der sich einstellenden 
Deformationsgeschwindigkeit. 
 Für unendlich langsam ablaufende Belastungen bzw. Materiepartikelbewegungen reduziert sich 
die konstitutive Beziehung für die Spannung auf diejenige für die Gleichgewichtsspannung, wel-
che in diesem Fall durch ein Funktional vom Plastizitätstyp dargestellt ist. 
Um ein analoges Vorgehen zu den viskosen Materialeigenschaften fester Körper anzuwenden, kommt 
zu Beginn wieder ein eindimensionales (rheologisches) Modell zur Anwendung, welches im Anschluss 
unter Zuhilfenahme der ratenunabhängigen Plastizität (vgl. Abschnitt 2.3.1.2) auf den dreidimensiona-
len Fall verallgemeinert wird. Für einen vollständigen und nachvollziehbareren Zugang werden einlei-
tend ein elastisch-idealplastisches (siehe Bild 2-39 links) sowie ein isotrop verfestigendes elastoplasti-
sches (siehe Bild 2-39 rechts) eindimensionales (rheologisches) Materialmodell unter Verwendung eines 
die rein plastischen Eigenschaften erfassenden Reibelements dargestellt. Diese beiden Modelle sind le-
diglich Spezialfälle zu dem in Abschnitt 2.3.1.2 „Plastizität“ angeführten Gleichungssystem bezüglich de-
formationsgeschwindigkeitsunabhängiger Eigenschaften. 
  
 Bild 2-39: Materialmodelle elastisch-idealplastisch (l) und elastisch – plastisch mit lin. Isotroper Verfestigung (r) 
Aus diesen elastisch-plastischen Modellen kann mit einem zusätzlichen, dem Reibungselement parallel-
geschalteten, linearen (geschwindigkeitsproportionalen) Dämpfungselement unter Entfernung der line-
ar elastischen Feder(n) rein viskoplastisches (siehe Bild 2-40 links) Materialverhalten dargestellt wer-
den, wobei das daraus resultierende Medium ein Fluid und kein Festkörper ist. Deshalb muss diesem 
nach Bingham benannten Modell wie beim Standardkörper eine weitere lineare Elastizitätseigenschaft 
in Form einer Feder hinzugefügt werden. Hieraus geht elasto-viskoplastisches (siehe Bild 2-40 rechts) 
Materialverhalten hervor, welches im Folgenden genauer dargestellt sowie generalisiert wird. 
  
 Bild 2-40: Materialmodelle nach Bingham viskoplastisch (l) und elasto – viskoplastisch (r) 
Aus den Gleichgewichtsbeziehungen folgend, reagiert das elementare elasto-viskoplastische Modell 
bzw. der Bingham-Körper (Bild 2-40 rechts) solange elastisch, bis die Fließspannung    im Reibelement 
überschritten wird: | |    , wobei der Betrag über die Spannungen sowohl Zug- als auch Druckbelas-
tungen gleichermaßen erfasst. Falls die Fließspannung erreicht oder sogar überschritten wird, tritt plas-
tisches Fließen in Kombination mit transientem ratenabhängigem Effekt infolge des viskosen Dämpfers 
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auf und man erhält mit den bereits definierten Bezeichnungen sowie der viskoplastischen Dehnungs- 
bzw. Verzerrungsgeschwindigkeit   ̇ , die auch als Dehnungsrate bezeichnet wird, die Gleichung: 
          ̇         ̇  
 
 
 (    ) (Rel. 2-133) 
Man sieht, dass die viskoplastische Verzerrungsgeschwindigkeit von der Differenz zwischen der anlie-
genden Spannung und der Fließspannung abhängt. Die Differenz (    ) bezeichnet man als Über-
spannung. Ist keine Fließgrenze vorhanden (    ), dann reduziert sich das Materialverhalten auf das 
des Maxwellschen Modells. Weil nach obigem Modellaufbau die rein elastischen    und rein viskoplas-
tischen     Verzerrungen sich additiv (        ) aufspalten, kann daraus die eindimensionale Ma-
terialgleichung für elastisch-viskoplastisches Verhalten angegeben werden, worin durch den Gebrauch 
des Föppl-Symbols (〈 〉     ⁄  (  | |)), die viskosen plastischen Eigenschaften nur bei Überschrei-
tung der Fließspannung wirken, da nach Abschnitt 2.3.1.2 bei Plastifizierung stets eine Grenzspannung 
   zu überschreiten ist: 






 (    )     ̇   ̇  
 
 
 〈    〉 (Rel. 2-134) 
In obiger Gleichung (Rel. 2-134) ist wiederum eine charakteristische Zeit   definiert (     ⁄ ) worden, 
welche die viskosen Eigenschaften des Gesamtsystems charakterisiert. 
Eine dreidimensionale Verallgemeinerung diese Materialmodells erfolgt unter Annahme kleiner Defor-
mationen, bei welchen die totalen Dehnungsgrößen in rein elastische und rein plastische Beiträge addi-
tiv zerlegbar angenommen werden. Für die Einführung der allgemein gültigen elasto-viskoplastischen 
Gleichungen werden Analogien zur ratenunabhängigen Elastoplastizität in Abschnitt 2.3.1.2 verwendet, 
da nur die zusätzliche Abhängigkeit von der Deformationsgeschwindigkeit hinzukommt. Zum Unter-
schied zur klassischen Plastizität, bei welcher ausschließlich plastische Spannungszustände zulässig sind, 
die exakt auf der Fließ- bzw. Verfestigungsfläche liegen, sind im Kontext viskoplastistischer Modelle 
auch Spannungszustände außerhalb der Fließfläche erlaubt, was durch die transiente Evolutionsglei-
chung (Rel. 2-133) der plastischen Dehnung in Abhängigkeit der Überspannung zum Ausdruck kommt. 
Im Gegensatz dazu muss bei ratenunabhängiger Elastoplastizität die Einhaltung der Restriktion, dass 
plastische Spannungszustände ausschließlich auf der Fließfläche liegen dürfen, durch die Einführung ei-
nes weiteren Freiheitsgrades   sowie der Äquivalenzrelation (Rel. 2-114) beschrieben werden. Die 
Struktur dieser zusätzlichen Gleichung (Rel. 2-114) legt die Interpretation nahe, dass die Ableitung der 
Fließfläche  ̂(       ) nach den Spannungen     bzw. Verfestigungsvariablen     Richtungen beschrei-
ben. Die ist mathematisch dadurch begründbar, dass die Ableitung einer skalaren flächenbeschreiben-
den Funktion nach seinen unabhängigen Größen Normalvektoren auf die Fläche darstellen. Der Konsis-
tenzparameter  , welcher die Lage des Deformationszustandes auf der Fließfläche erzwingt, ist bei vi-
skoplastischen Modellen nicht mehr notwendig, da auch Überspannungen außerhalb der Fließfläche zu-
lässig sind. Aus diesen Überlegungen kann über analoge Zuordnungen bezüglich Richtung und Konsis-
tenzparameter zum klassischen dreidimensionalen Elasto-Plastizitätsmodell sowie zum eindimensiona-
len elasto-viskoplastischen Verhalten (Rel. 2-133) eine dreidimensionale Generalisierung der ratenab-
hängigen Plastizität in einheitlicher Darstellung angegeben werden (Simo, 1999). Die Richtung    
   wird 
demnach durch die Überspannung, welche durch die Differenz zwischen aktueller Spannung     (vgl. 
1dim.  ) und der Projektion dieser Spannung     auf die Fließfläche    
  (vgl. 1dim.   ) gegeben ist, er-
setzt, wobei die Projektionsvorschrift im Allgemeinen beliebig sein kann. Für den Spezialfall einer Nor-
malprojektion kann die Richtung der Überspannung    
          
  durch die Fließflächennormalrich-
tung    
     ̂(       )  ⁄     bzw.  ́  
     ̂(       )  ⁄     ersetzt werden. Die Substitution des 
Konsistenzparameters   erfolgt über die Viskosität sowie eine mit dieser Größe multiplikativ verknüpf-
ten Funktion , um eine bessere Anpassung an Versuchsdaten zu gewährleisten; dabei ist die Funktion 
   ̂ ( ̅̂(       )) wiederum von der normierten Fließfunktion  ̅   ̅
̂(       ) abhängig: 
   ̇ 
          
     ̇ 
   
 
   
 〈 ̂ ( ̅̂(       ))〉  (       
 ) (Rel. 2-135) 
Ohne näher darauf einzugehen sind für dynamische Belastungen metallischer Werkstoffe Potenzansät-
ze     ̅̂ (       ) sowie exponentielle Funktionen    
 ̅̂(       )    oft verwendete Modelle. Zu-
sätzlich ist noch das elastische Materialverhalten mit den zugehörigen linearisierten elastischen Deh-
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nungen    
         
   zu erfüllen, womit das Gleichungssystem für elasto-viskoplastisches Werkstoff-
verhalten vollständig definiert ist. 
Damit sind die Konzepte zur Modellierung viskoser – d.h. verzerrungsgeschwindigkeitsabhängiger – Ma-
terialeigenschaften dargestellt. Der Grund weshalb dieser Abschnitt ausführlicher behandelt wurde, 
liegt in der Modellierung von Riss- und Schädigungsentwicklung (Abschnitt 2.5.1), welche auf der Ver-
wendung eines viskosen Ansatzes basiert, dessen grundlegendes Konzept dem in diesem Abschnitt be-
schriebenen entspricht. In dieser Arbeit ist das Versagensverhalten (siehe Abschnitt 2.5) mittels diskre-
ter Beschreibungsansätze abgebildet, wobei die hierfür verwendeten Kohäsivzonenelemente die Schä-
digungsevolution durch eine konstitutive Formulierung beschrieben, welche durch das Traction Separa-
tion Law (kurz TSL) gegeben ist. Diese Schädigungsevolution kann mit oder ohne viskose Eigenschaften 
modelliert werden und weist durch seinen degenerierenden (versagenden) Chrarkter entfestigendes 
Verhalten bezüglich des Gesamtsystems auf. Die Modellierung entfestigender Eigenschaften kann auf 
das aus der Finiten Element Methode (FEM) resultierende sowie zu lösende nichtlinearen Gleichungs-
system negative Auswirkungen bezüglich Konvergenzverhalten besitzen und führt je nach Problemfall 
sogar zur Divergenz. Viskose Eigenschaften haben auf Gleichungssysteme dieses Typs grundsätzlich re-
gularisierende und somit auf die Konvergenz positive Wirkung. Deshalb wurden bei den in dieser Arbeit 
angeführten Beispielen bezüglich Versagensverhalten während Nanoindentation (siehe Abschnitt 5.2) 
für das Konstitutivgesetz zur Beschreibung von Rissen viskose Eigenschaften eingebettet. Die daraus 
reslutierende Geschwindigkeitsabhängigkeit, die nur zwecks Konvergenzverbesserung eingebaut wer-
den musste, erfordert bei der Wahl der entsprechenden Parameter besondere Sorgfalt. Deshalb sind 
die Parameter, welche die Viskositätseigenschaften quantifizieren, gerade so worden, dass kaum eine 
Abhängigkeit von den Deformationsgeschwindigkeiten auftritt, aber dennoch eine ausreichend regula-
risierende Auswirkung auf die Schädigungsinitiierung sowie Evolution der modellierten Risse vorhanden 
ist. 
2.3.2 Nichtlokale Modellbildung 
Nichtlokale Theorien stellen eine systematische Erweiterung der lokalen Theorien dar, bei welchen der 
Zustand eines materiellen Punktes nur von dessen Ort (Koordinaten)    sowie seiner – in die Vergan-
genheit gerichteten – Zustandsgeschichte abhängt. Wegen der Kausalität kann der Zusammenhang mit 
der Zustandsgeschichte nur von vergangenen, nicht jedoch von zukünftigen Bewegungen abhängen. 
Wie bereits erwähnt, ist bei nichtlokalen Modellen die systematische Erweiterung durch Miteinbezie-
hung der Abhängigkeit des Zustandes eines materiellen Punktes von seiner Nachbarschaft gegeben. Die 
materiellen Punkte der Nachbarschaft müssen natürlich auch zum Körper gehören, wobei deren Zu-
stände wiederum von anderen diesen Partikel zugeordneten Punkten sowie deren Zustandsgeschichte 
abhängen. Die Gründe, weshalb nichtlokale Theorien eingeführt worden sind, haben sich aus unter-
schiedlichen Notwendigkeiten heraus entwickelt. 
Ein materialwissenschaftlicher Ausgangspunkt liegt im Vorhandensein von kleinsten Bausteinen (bspw. 
Nanopartikel in Kompositwerkstoffen etc.) in einer heterogenen Mikrostruktur, welche bei Deformati-
onsprozessen Eigenrotationen durchführen können, ohne dabei durch translatorische Bewegungen ih-
ren räumlichen Ort zu verändern. Dadurch können makroskopische Phänomene durch mikrostrukturel-
le Eigenschaften erklärt werden. Bei einer Modellierung im Rahmen der Kontinuumsmechanik ist es da-
her naheliegend, jedem materiellen Punkt ein drehbares Mikrokontinuum zuzuordnen, wodurch eine 
Miteinbeziehung der Nachbarschaft und somit eine nichtlokale Theorie resultiert. Deshalb ist es not-
wendig, für eine quantitative Beschreibung dieses phänomenologischen Ansatzes, neben den üblichen 
translatorischen, weitere rotatorische Freiheitsgrade einzuführen. Hierfür sind die klassischen Stan-
dardfeldtheorien zu erweitern bzw. zusätzlich konstitutive Gleichungen bezüglich der Drehfreiheitsgra-
de festzulegen (siehe Abschnitt 2.3.2.2). 
Ein anderer Ursprung nichtlokaler Materialmodelle ist im Verhalten der beschreibenden Differential-
gleichungssysteme von Festkörpern bezüglich entfestigenden Materialverhaltens gegeben. Das entfes-
tigende Verhalten steht im Gegensatz zur Verfestigung, wobei der letztgenannte Begriff die Zunahme 
der mechanischen Festigkeit eines Werkstoffs durch (bspw. plastische) größer werdende Verformung 
bezeichnet. Analog definiert man die Abnahme der mechanischen Festigkeit bei steigender Deformati-
on als Entfestigung. Somit steht eine Entfestigung mit mikrostrukturellen Schädigungsmechanismen im 
direkten Zusammenhang, da Risse bzw. Porenbildung oder anderes degenerativ beeinflussendes Ver-
halten (z.B. Kavitation) den Werkstoff in seiner inneren Struktur schwächt. Zum prinzipiellen Verständ-
nis der physikalisch-mathematischen Zusammenhänge wird im Folgenden das idealisierte eindimensio-
nale Modell eines einseitig eingespannten und quasistatisch belasteten Zugstab verwendet. 
Theoretische Grundlagen 61 
 
  
 Bild 2-41: Elementares Modell zur Lokalisierung bei elastisch–plastischem Materialverhalten 
Wird der Stab vom Initialzustand 0 bis zur Spannung    streng monoton steigend belastet, so ist der Zu-
sammenhang zwischen Dehnung und Spannung eindeutig bzw. umkehrbar. Außerdem weist das Mate-
rial verfestigendes Verhalten auf, was sich in diesem eindimensionalen Modell durch eine positive Stei-
gung quantifizieren lässt (Bild 2-41 links unten). Das Material kann bei Belastungssteigerung mit einem 
erhöhten inneren Widerstand reagieren. Durchläuft die Belastungssteigerung den Punkt M, so treten ab 
diesem Zustand bei weiterer monotoner Dehnungszunahme entfestigende Eigenschaften auf, was sich 
durch ein Absinken der Spannung bei weiterer Verlängerung des Stabes bemerkbar macht, wodurch ei-
ne negative Steigung auftritt. Nun kann das Material nicht mehr durch Erhöhung des inneren Wider-
standes reagieren und die Spannung sinkt durch die im Material weit fortgeschrittene innere Schädi-
gung bei weiterer Stabverlängerung ab. Dabei ist es möglich, die durch Dehnungssteigerung resultie-
rende Spannungserniedrigung entweder dem linear-elastischen oder aber dem plastischen Material-
verhalten zuzuordnen, woraus kein eindeutiger Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung mehr 
folgt (Bild 2-41 rechts unten). Grundsätzlich werden sich Teile des Stabes elastisch und andere Bereiche 
plastisch entlasten. Modellhaft soll nun angenommen werden, dass ein zusammenhängender Bereich 
der Länge   sich elastisch und ein zweiter ebenfalls zusammenhängender Teil   sich plastisch verhält 
(Bild 2-41 rechts oben). Die Frage ist nun, wie groß in einem Modell dieses Typs die einzelnen Bereiche 
sind? Aussagen bezügliche dieser Problemstellung können über energetische Betrachtungen gemacht 
werden, worauf aber im Detail in dieser Arbeit nicht eingegangen wird. Aus diesen energetischen An-
sätzen folgt, dass eine unendlich dünne, sich plastisch deformierende Zone die gesamte von außen auf-
gebrachte Deformation aufnimmt. Dieses rein aus der physikalisch-mathematischen Modellierung fol-
gende Phänomen wird als Lokalisierung bezeichnet. Lokalisierungsphänomene treten in der Realität 
zum Beispiel in Form von Scherbändern oder Rissen auf. Diese sind aber immer mit endlichem, d.h. von 
null verschiedenem, plastischem Arbeitsaufwand verbunden. Das Versagen in verschwindendem Volu-
men widerspricht dem physikalischen Verständnis und den experimentellen Befunden. Eine weitere, 
wenn auch mathematische Konsequenz ist aus einer modifizierten Form der Wellengleichung ableitbar, 
welche aus der Impulsbilanz sowie der Kinematik und dem Materialgesetz folgt. Im Fall von Zustands-
änderungen, die aus Elastoplastizität resultieren, sind Konstitutivgesetze in ihrer allgemeinen Form 
meist nur inkrementell darstellbar, wobei im Folgenden räumliche Bereiche mit konstantem Material-
verhalten angenommen werden. Aus diesem Grund ist es zweckmäßig, die Wellengleichung durch tran-
siente Differentiation in eine Form zu bringen, die für Plastizitätsmodelle geeigneter ist: 
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 (Rel. 2-136) 
Störungen breiten sich nach der modifizierten Wellengleichung (Rel. 2-136) mit der sogenannten Wel-
lenausbreitungsgeschwindigkeit   aus, wobei     die Tangenten zu den in Bild 2-41 dargestellten 
Spannungs-Dehnungskurven, welche auch als tangentiale elastoplastische Steifigkeiten bezeichnet 
werden. Tritt Verfestigung auf, so besitzt die Tangente (     ) eine positive Steigung und die Diffe-
rentialgleichung hat wegen der reellen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit   hyperbolischen Charakter. 
Tritt hingegen Entfestigung auf, hat die Tangente (     ) eine negative Steigung und die Differential-
gleichung hat wegen der komplexwertigen Wellenausbreitungsgeschwindigkeit   elliptische Eigenschaf-
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ten. Beide partielle Differentialgleichungstypen – d.h. sowohl hyperbolisch als auch elliptisch – stellen 
Anfangsrandwertprobleme bezüglich Zeit bzw. Ort dar und besitzen völlig andere Lösungscharakteristi-
ken. Im Kontext von quasistatischen Randwertproblemen tritt analog dazu eine ähnliche Problemstel-
lung auf, wobei hier das beschreibende Differentialgleichungssystem grundsätzlich elliptisch ist und 
durch entfestigendes Materialverhalten seine ursprüngliche (elliptische) Charakteristik verliert, was 
wiederum zu einem entsprechenden Typwechsel der Gleichungen führt. Somit kann festgehalten wer-
den, dass der Typwechsel in den beschreibenden Gleichungssystemen der Strukturmechanik zu Lokali-
sierungsphänomenen führt. Eine dreidimensionale Erweiterung des Phänomens der Lokalisierung er-
folgt über den Tangentenmodul     , der die momentan wirkenden Steifigkeiten des Materialverhal-
tens im verallgemeinerten Spannungs-Dehnungsraum festlegt. Dieses Verfahren sei an dieser Stelle nur 
prinzipiell und ohne weitere Begründung angegeben: 
        
    
    
                        (   ) (Rel. 2-137) 
Daraus kann mit Hilfe eines beliebigen Flächennormalvektors    der sogenannte Akustiktensor    be-
stimmt werden. Ist die Determinante   dieses Akustiktensors    für eine beliebige Richtung    kleiner 
oder gleich Null, dann ist dadurch die ortsabhängige Lage der Fläche (Tangentialebene) bezüglich der 
Lokalisierungszone im betrachteten materiellen Punkt bestimmt. Diese Herangehensweise stellt für ei-
ne numerische Ermittlung von Lokalisierungszonen im Rahmen eines FEM-Postprocessings einen sehr 
großen Rechenaufwand dar, weil die räumliche Orientierung von    unbekannt ist und deshalb bezüg-
lich aller möglichen Richtungen gesucht werden muss. Erwähnt sei noch, dass eine exakte Analyse der 
Lokalisierungsproblematik mit dem materiellem Stabilitätsverhalten eng verbunden ist, wobei hier auf 
die Literatur verwiesen sei (Bazant & Pijaudier-Cabot, 1988), (Ottosen & Runesson, 1991), (Krawietz, 
1986), (Ogden, 1984). 
Bei transsonischen Strömungen treten äquivalente Probleme auf, wenn nämlich die lokalen Strömungs-
geschwindigkeiten die Schallgeschwindigkeit erreichen und in Folge dadurch den Typ der Navier-Stokes-
Gleichungen von elliptisch (reine Unterschallströmung) zu hyperbolisch (reine Überschallströmung) än-
dern. 
Um diese rein mathematischen Phänomene zu vermeiden, muss die kontinuumsmechanische Beschrei-
bung entfestigender Materialien erweitert (regularisiert) werden. Hierfür kann man nichtlokale Materi-
almodelle verwenden auf welche in diesem Abschnitt etwas genauer eingegangen wird. Eine andere 
bereits in Abschnitt 2.3.1.3 beschriebene Behandlungsweise ist die Miteinbeziehung von viskosen Ei-
genschaften beim Materialverhalten fester Körper. Diese Methode ist aber nur bedingt geeignet, da 
hierdurch das Werkstoffverhalten von der Belastungsgeschwindigkeit bzw. von den Verzerrungsge-
schwindigkeiten abhängig ist, was nicht immer erwünscht ist oder abgebildet werden soll. In diesem Fall 
kann man sich damit helfen, die Viskosität so klein wie möglich zu halten, um einerseits ausreichende 
Regularisierungsauswirkungen und andererseits keine allzu große Lösungsabhängigkeit von den Defor-
mationsgeschwindigkeiten zu erhalten. 
Für die Verwendung von nichtlokalen Theorien werden im Folgenden einige generalisierte teilweise et-
was abstrakte Betrachtungsweisen und Ansätze vorgestellt, die in weiterer Folge zur Klassifikation ver-
schiedener erweiterter kontinuumsmechanischer Theorien jedoch sehr gut verwendbar sind. Zu Beginn 
sind einige aus der Anschauung nachvollziehbare Festlegungen zu machen. 
 Prinzipiell kann festgehalten werden, dass die Deformationen durch die Bewegungen    (Rel. 
2-2) der entsprechen Materiepartikel unmittelbar beschrieben sind (Rel. 2-12). 
 Desweiteren ist durch die Bewegung    aller materiellen Punkte    des Körpers  die wesentli-
che Ursache für den momentanen, über das Konstitutivgesetz zu beschreibenden, mechani-
schen Zustand der Materiepartikel axiomatisch gegeben. 
 Zusätzlich wird die Zeit   als skalarer Parameter eingeführt, welcher den momentanen Zustand 
über einen postulierten kausalen Zusammenhang beeinflusst. Dies bedeutet, dass alle Bewe-
gungen, die sämtliche materiellen Punkte in der Vergangenheit angenommen haben, sich auf 
den derzeitigen Zustand der Materiepartikel auswirken. 
Aus diesen Ausführungen folgend wird ein mathematischer Zusammenhang definiert, welcher aus der 
den Zustand beschreibenden tensorwertigen Größe     jener Materiepartikel mit den Koordinaten    
sowie allen in der vergangenen Zeit   angenommenen Bewegungszuständen    sämtlicher materiellen 
Punkte mit den Koordinaten    des Körpers  besteht. Für diesen Zusammenhang ist die Verwendung 
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von Funktionalen zweckmäßig, wobei betont sei, dass hier Zusammenhänge nicht streng mathematisch, 
sondern nur elementar skizzierend dargestellt werden. Funktionale sind Funktionen, deren Argumente 
wiederum Funktionen sind und die durch komplexe mathematische Vorschriften, wie beispielsweise ei-
ner Integration oder ähnlichen Operationen (Differentiation, Differential-, Integral- oder algebraische 
Gleichungen bzw. Kombinationen dieser Äquivalenzrelationen, etc.), je nach Darstellung und Gebrauch 
auch ganze Gebiete von Punkt- und/oder Funktionenmengen abbilden können. Somit können Funktio-
nale als eine Verallgemeinerung von Funktionen gesehen werden, wobei die Abbildungen selbst sowie 
auch deren Argumente tensorwertige Größen beliebiger Stufe sein können. Dementsprechend muss ein 
Funktional nicht zwingenderweise immer einen skalaren Wert als seine Abbildung besitzen. Für eine 
weitere Darstellung von Funktionalen und deren Analysis sei auf die weiterführende Literatur verwie-
sen. 
Aus den eben beschriebenen Axiomen bezüglich der Darstellung eines Zustandes kann eine Material-
gleichung bzw. konstitutive Vorschrift physikalisch motiviert sowie mathematisch abstrakt mittels des 
tensorwertigen Funktionals     definiert werden: 
       ̌        
    [ ̂ (    )   ]      (Rel. 2-138) 
Nach dem Kausalitätsprinzip ist einerseits die Ursache durch alle vergangenen (      ) Bewegun-
gen    aus der Gesamtheit aller materiellen Punkte (Koordinaten   ) des Körpers  , sowie andererseits 
die Wirkung mit dem zur Zeit   vorliegende Spannungszustand     der zu beschreibenden Materieparti-
kel (Koordinaten   ) gegeben. Mit Hilfe dieser sehr allgemeinen Darstellung eines Materialgesetzes 
können fast alle in der Literatur behandelten Materialien in ihrem Verhalten modelliert und durch wei-
tere Umformungen systematisch eingeordnet werden, was für einen Überblick in der Flut von publizier-
ten Konstitutivgesetzen sehr hilfreich sein kann. 
Im Kontext der unterschiedlichen Möglichkeiten zur Abbildung von Punktbewegungen kann der bisher 
verwendete Ausgangspunkt (Rel. 2-2) (Rel. 2-4) als spezielle Darstellung im Rahmen eines allgemeinen 
Ansatzes zur Beschreibung der Materiepartikel angesehen werden. Erfolgt nämliche eine Entwicklung 
der Bewegung des Kontinuums in eine Taylorsche Reihe, so sind daraus generalisierte Konzepte zur 
Darstellung von konstitutiven Beziehungen in einheitlicher Weise möglich. Dieser Ansatz zur Darstellung 
der Konstitutivgleichungen soll im Folgenden genauer beschrieben werden. 
2.3.2.1 Modelle mit höheren Gradienten 
Einleitend soll eine Verbindung zwischen der allgemeinst möglichen Darstellungsform des (Spannungs-) 
Zustandes (Rel. 2-138)und den konstitutiven Beziehungen lokaler Kontinua aus Abschnitt 2.3.1 aufge-
zeigt werden. 
Um die Spannungen in einem „einfachen“ bzw. lokalen Kontinuum auszudrücken, ist in den letzen Un-
terabschnitten von 2.3.1 jeweils nur der Verzerrungstensor     herangezogen worden, was wiederum 
impliziert, dass ausschließlich Gradienten erster Ordnung in den beschreibenden Gleichungen von ma-
teriellen Punkten Verwendung finden. Zusätzlich können auch Zeitabhängigkeiten hinzukommen, wel-
che viskoses oder belastungsgeschichtsabhängige Eigenschaften beschreiben. 
Für die Quantifizierung der Verformungen ist der Deformationsgradient (Rel. 2-4) die zentrale Größe. 
Dieser kann neben dem in Abschnitt 2.1.1 eingeführten Zugang mit Hilfe des totalen Differentials auch 
durch einen alternativen verallgemeinerten Ansatz abgeleitet werden. Dabei wird die Bewegung des 
Punktes für einen festen Zeitpunkt   in eine Taylorreihe entwickelt, 
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   ̂ (    )
      
 (     )  (     )    (Rel. 2-139) 
womit der Deformationsgradient als Gradient erster Ordnung und weitere Gradienten höherer Ord-
nungen in die Beschreibung eingeführt werden: 
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 (Rel. 2-140) 
Durch die Taylorreihenentwicklung (Rel. 2-139) sind die Bewegungen aller Punkte    in der Nachbar-
schaft eines beliebigen Punktes    approximativ dargestellt, wobei als Entwicklungspunkt der Potenz-
reihe der Punkt    verwendet wird, auf dem sich die betrachtete Nachbarschaft     bezieht. Geht man 
davon aus, dass die Bewegung des Punktes   , der die Nachbarschaftspunkte     determiniert, durch 
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genau diese Umgebung nicht oder nur vernachlässigbar gering beeinflusst wird, ist die Taylorreihendar-
stellung (Rel. 2-139) für interagierende materielle Punkte vereinfachend darstellbar. Die gegenseitige 
Beeinflussung der Bewegung materieller Punkte kann physikalisch anschaulich durch Wechselwirkungs-
kräfte begründet werden, wobei die Vernachlässigung der nachbarschaftlichen Beeinflussung durch ein 
räumlich stark abklingendes Verhalten dieser Wechselwirkungskräfte legitimierbar ist! Daraus resultie-
rend kann die Menge aller nachbarschaftlichen Punkte     durch jenen zentralen Punkt    ersetzt wer-
den, der den entsprechenden umgebenden Bereich festlegt. Zudem ist der frei wählbare und als kon-
stant anzusehende Entwicklungspunkt möglichst sinnvoll zu wählen, um die Potenzreihe entsprechend 
einfach darzustellen, was durch die Wahl des Nullpunktes        erreicht wird. Hierdurch vereinfacht 
sich die auf die Nachbarschaft     bezogene Darstellung der Bewegung (Rel. 2-139) mit Hilfe der Defor-
mationsgradienten höherer Ordnung (Rel. 2-140) auf einen Ausdruck, der nur mehr den entsprechen-
den Bezugspunkt    beinhaltet: 
  ̂ (    )   ̂ (    )   ̂ (    )   ̂
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  ̂    (    )          (Rel. 2-141) 
Diese Form (Rel. 2-141) bezieht die nachbarschaftliche Umgebung durchaus noch ein! Setzt man sie in 
die allgemine funktionale Form (Rel. 2-138) zur Beschreibung des mechanischen Spannungszustandes 
ein, 
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 (Rel. 2-142) 
so kann unter der Miteinbeziehung der Annahmen bezüglich der vernachlässigbaren nachbarschaftli-
chen Wechselwirkungen eine reduzierte geschichtsabhängige Darstellung des Konstitutivgesetzes for-
muliert werden. Zudem muss nach dem Prinzip der materiellen Objektivität der mechanische Span-
nungszustand unabhängig vom frei wählbaren Entwicklungspunktes in der Taylorreihendarstellung (Rel. 
2-141) sein. Daraus resultierend ist der geschichtsabhängige Spannungszustand als Funktion der De-
formationsgradienten und des Ortes darstellbar: 
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(    )   ]      (Rel. 2-143) 
Darin ist eine explizite Ortsabhängigkeit im Konstitutivgesetz eher eine mathematische Konsequenz die 
im physikalischen Kontext sowie in den technisch relevanten Modellen kaum eine Rolle spielt. Damit 
kann der Spannungszustand schließlich folgendermaßen ausgedrückt werden: 
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(    )]      (Rel. 2-144) 
Hiermit ist das konstitutive Verhalten durch ein Funktional (Rel. 2-144) beschrieben, das die Ge-
schichtsabhängigkeit der ersten  Deformationsgradienten höherer Ordnung an Stelle der materiellen 
Punkte    in der Beschreibung durch (Rel. 2-138) enthält. Es sei an dieser Stelle darauf verwiesen, dass 
solche Materialien ein vollständiges (bspw. bei Plastizität) oder teilweises Gedächtnis für ihre Zustands-
geschichte haben können. Daneben kann das Materialgesetz (Rel. 2-144) das Verhalten von Werkstof-
fen mit weitreichenden Wechselwirkungen (Rel. 2-138) nur näherungsweise beschreiben kann, da die 
Annahme von räumlich rasch abnehmenden Interaktionskräften zwischen den materiellen Punkten zu 
Grunde gelegt worden ist. 
Allgemein spricht man bei Werkstoffen, welche durch die Beschreibung (Rel. 2-144) von Deformations-
gradienten höherer Ordnung modellierbar sind, von Materialien oder Kontinua vom Grad . Materia-
lien höheren Grades ermöglichen bspw. eine genauere Beschreibung der mechanischen Eigenschaften 
elastischer und plastischer Kontinua mit körniger oder faseriger Struktur. 
Im Folgenden werden die in den Abschnitten 2.1 bzw. 2.3.1 eingeführten Ansätze für lokale Kontinua 
zusammenfassend kurz beschrieben und die damit verbundenen Konstitutivgesetze als Spezialfall der 
allgemeinen Form (Rel. 2-144) nichtlokaler Modelle dargestellt. 
Da laut Definition lokaler Kontinua der mechanische Zustand des betrachteten materiellen Punktes nur 
von seinem Ort sowie seiner Zustandsgeschichte abhängen darf, kann aus der allgemeinen funktionalen 
Darstellung (Rel. 2-138) die Unabhängigkeit von allen benachbarten materiellen Punkten (Koordinaten 
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  ) des Körpers   postuliert werden, woraus die folgende speziellere Form des konstitutiven Verhal-
tens resultiert: 
 
      ̌        
    [ ̂ (    )     ]   ̌        
[ ̂ (    )     ]
     ̌        
[ ̂ (    )     ]     
 (Rel. 2-145) 
Diese Darstellung (Rel. 2-145) kann auch die Geschichtsabhängigkeit des Spannungszustandes beschrei-
ben, da dieser von allen Bewegungs- und damit Deformationszuständen aus der Vergangenheit 
(      ) abhängig ist, wobei diese Eigenschaft eine zentrale Voraussetzung zur mathematischen 
Beschreibung von viskoelastischem, plastischem und auch viskoplastischem Materialverhalten ist. 
Ausgehend von den verschiedenen Modellen und den damit verbundenen unterschiedlichen funktiona-
len Beschreibungsweisen lokaler Kontinua (vgl. Abschnitt 2.3.1) kann festgehalten werden, dass der De-
formationsgradient (Rel. 2-5) als alleinige Größe zur Darstellung des Verformungszustandes herangezo-
gen wird, wobei dieser wiederum die zeitabhängige Bewegung der materiellen Punkte im Sinne von 
(Rel. 2-2) und (Rel. 2-3) sowie (Rel. 2-139) festlegt. 
      ̂ (    )    ̌ (   )   ̌ ( ̂  (    )) (Rel. 2-146) 
Setzt man die alleinige Abhängigkeit der Bewegung vom Deformationsgradienten 1. Ordnung in die lo-
kale Form des Konstitutivgesetzes (Rel. 2-145) ein, 
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 (Rel. 2-147) 
so folgt eine spezielle lokale Darstellung der allgemeinen nichtlokalen Konstitutivgleichung (Rel. 2-143). 
Während das nichtlokale Stoffgesetz noch weitere höhere Deformationsgradienten berücksichtigt, 
wodurch ein beschränkter Einfluss der Umgebung des materiellen Punktes beschrieben wird enfällt die-
ser Einfluss bei der lokalen Form, da nur mehr der Deformationsgradient 1. Ordnung in der Abhängig-
keit des mechanischen Spannungszustandes vorkommt. Eine explizite Ortsabhängigkeit des Spannungs-
zustandes ist aufgrund derselben Argumente wie bei der nichtlokalen Darstellung des Konstitutivgeset-
zes (vgl. (Rel. 2-143) und (Rel. 2-144)) ebenfalls nicht gegeben, wodurch sich die lokale Materialglei-
chung (Rel. 2-147) in folgende Form überführen lässt: 
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  (    )]      (Rel. 2-148) 
Die explizite Ortsabhängigkeit der Spannungen widerspricht auch deshalb schon der physikalischen An-
schauung, da zwei räumlich unterschiedliche Punkte mit gleichem Ausgangszustand und identischer De-
formationsgeschichte zu gleichen Spannungszuständen führen müssen. 
Außerdem sind die mechanischen Spannungen nicht immer – wie bei der Plastizität oder Viskoelastizi-
tät – durch die zeitliche Entwicklung der Deformation, sondern bei speziellen Fällen ausschließlich 
durch dessen momentanen Zustand, wie bspw. bei der Elastizität, determiniert, wodurch die Ge-
schichtsabhängigkeit in der funktionalen Darstellung des Spannungszustandes (Rel. 2-148) keine Rolle 
mehr spielt. Durch die weitere vereinfachende Annahme, dass der mechanische Spannungszustand nur 
eine Funktion des Deformationsgradienten ist, der wiederum ausschließlich vom Ort und der momen-
tanten Zeit abhängt, kann die Geschichtsabhängigkeit in der Funktionaldarstellung (Rel. 2-148) zusätz-
lich ignoriert werden, wodurch sich folgende Vereinfachung ergibt: 
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  (    )]      (Rel. 2-149) 
Exemplarisch sei an dieser Stelle noch die allgemeine Form eines elastischen Materials angegeben, 
       ̂  (   )   ̂  ( ̂  ( ̂  (    )))   ̀  ( ̂  (    )) (Rel. 2-150) 
um so auf die analoge Form zur der in diesem Abschnitt eingeführten allgemeinen funktionalen Darstel-
lung des Konstitutivgesetzes hinzuweisen. 
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Rein mathematisch gesehen kann die Spannungsabhägigkeit (Rel. 2-138) eines materiellen Punktes 
entweder nur durch dessen Ort sowie der Zeit, oder aber auch mittels des dort vorliegenden Deforma-
tionsgradienten (Rel. 2-143) sowie dessen zeitliche Änderung beschrieben werden. Jede dieser mit Hilfe 
unterschiedlicher Funktionsabhängigkeiten dargestellten Formen des Konstitutivgesetzes repräsentiert 
nur eine spezielle Möglichkeit zur Beschreibung, die je nach Anwendungsfall zweckmäßig ist, wobei all-
gemeine grundlegende Prinzipien wie Kausalität, Determinismus oder Objektivität etc. stets zu erfüllen 
sind (vgl. Abschnitt 2.1). 
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass durch die Mitberücksichtigung von Deformationsgradienten 
2. und höherer Ordnung die Krümmungen in die konstitutive Beschreibung miteingeführt werden. Diese 
können in weiterer Folge mit intrinsischen Längen (bspw. Korngrößen) in Verbindung gebracht werden 
und dadurch einen Größen- bzw. Skaleneffekt im Modell bewirken. Dies ist für lokale Materialgesetze 
nicht möglich, da in ihnen die entsprechenden erweiterten kinematischen Größen keine Berücksichti-
gung finden. 
Damit ist durch elementare und rein formale Schritte gezeigt, wie bestimmte konstitutive Modelle Spe-
zialfälle eines verallgemeinerten funktionalen Beschreibungsansatzes (Rel. 2-138) darstellen, wodurch 
die Möglichkeit einer Kategorisierung der Konstitutivgesetze gegeben ist. In diesem Zusammenhang 
wird für lokale Werkstoffmodelle auch oft der Begriff „einfache Materialien“ verwendet. 
2.3.2.2 Generalisierte Modelle, mikromorphe Kontinua 
Im Rahmen der Gradientenmodelle wurde eine Skalenabhängigkeit durch Einführung von Deformati-
onsgradienten 2. und höherer Ordnung ermöglicht, wobei dieser Ansatz nur eine Möglichkeit darstellt, 
Modelle geometrisch längenabhängig zu formulieren. Ein anderer Ansatz, der allerdings dasselbe Ziel 
verfolgt, führt weitere Freiheitsgrade in die übliche kontinuumsmechanische Beschreibungsweise (vgl. 
Abschnitt 2.1) ein. Diese zusätzlichen Freiheitsgrade werden innerhalb eines sogenannten Mikrokonti-
nuums festgelegt, wobei das Mikrokontinuum an jeden materiellen Punkt des Makrokontinuums defi-
nierend angeheftet ist. Damit sind die Bewegungen und mechanischen Deformationszustände dieses 
Mikrokonitnuums von der Kinematik des materiellen Punktes des Makrokontinuums völlig entkoppelt! 
Im Gegensatz dazu berücksichtigen die zuvor eingeführten Gradiententheorien zwar auch die Umge-
bung eines materiellen Punktes unter der Voraussetzung stark abklingender Wechselwirkungskräfte. 
Jedoch ist nach wie vor eine kinematische Kopplung zwischen dem materiellen Punkt und seiner Umge-
bung gegeben. 
An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dass durch die Festlegung des Mikrokontinuums eine intrinsische 
Länge in das Modell eingeführt wird, die in engem Zusammenhang mit den geometrischen Größen der 
Mikrostruktur von Materialien steht. Dadurch wird eine Größenabhängigkeit im Modell konstituiert, die 
es ermöglicht, entsprechende Phänomene auf unterschiedlichen geometrischen Längenskalen zu be-
schreiben. Zudem ist die Einführung eines Mikrokontinuums ein geeigneter Ansatz zur Beschreibung 
von Materialen mit individuellen Deformationen der Mikrostruktur wie dies beispielsweise bei Polyme-
ren mit flexiblen Molekülketten, Flüssigkristallen mit sogenannten Seitenketten, Blut mit deformierba-
ren Zellen, Suspensionen mit deformierbaren Grundbestandteilen und bei turbulenter (Mikro-) Fluidik 
mit flexiblen wirbelnden Bewegungen (Eringen, 1999) vorliegt. 
Durch die Einführung eines lokalen Koordinatensystems ( ̅  bzw.  ̅ ), dessen Ursprung sich im betrach-
teten materiellen Punkt des Makrokontinuums (   bzw.   ) befindet und der im Massenmittelpunkt des 
betrachteten Mikrokontinuums liegt, kann die entkoppelte Kinematik der neu eingeführten Freiheits-
grade beschrieben werden. Die Beschreibung der lokalen Kinematik der Mikrokontinua erfolgt nach 
denselben Prinzipien wie in der klassischen lokalen Theorie (vgl. Abschnitt 2.1), wobei die lokalen, sich 
auf das Mikrokonitiuum beziehenden Größen im Folgenden mit einem Querstrich über dem verwende-
ten Symbol gekennzeichnet sind: 
  ̅    ̂̅ (    ̅   )  ̅    ̅̂ (    ̅   )  ̅   ̅    ̅    ̂̅ (    ̅   )    ̃̅ (    ̅   ) (Rel. 2-151) 
Damit kann die Bewegung innerhalb des Mikrokontinuums durch den Deformationsgradienten definiert 
werden, 
   ̅  
  ̅̂ (   ̅   )
  ̅ 
   ̅  ̅    
  ̅̂ (   ̅   )
  ̅ 
     ̅̅ ̅̅ ̅̅ ( ̅̂ (    ̅   ))   ̂̅  (    ̅   ) (Rel. 2-152) 
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wobei der lokale Deformationsgradient ein tangentielles Linienelement   ̅  innerhalb des Mikrokonti-
nuums von der Referenzkonfiguration in die entsprechende Momentankonfiguration transformiert 
(  ̅ ). In Analogie zu Abschnitt 2.1.1 kann der Deformationsgradient des Mikrokontiuums  ̅   durch eine 
polare Zerlegung in zwei Anteile (vgl. (Rel. 2-6) bis (Rel. 2-9)) multiplikativ aufgespaltet werden: 
  ̅     ̅    ̅    ̂̅  (    ̅   )   ̂̅  (    ̅   )   ̂̅  (    ̅   ) (Rel. 2-153) 
Hiermit wird eine durch die Bewegung der materiellen Punkte resultierende Deformation in eine reine 
Streckung  ̅  sowie Rotation  ̅   zerlegt. Durch diese Zerlegung können verschiedene Spezialfällen un-
terschieden werden, deren verallgemeinerter Fall das sogenannte mikromorphe Kontinuum darstellt: 
 
  ̅   ̂̅  (    ̅   )    ̅   ̅     ̅ 
  ̅   ̂̅  (    ̅   )   ̂̅  (    ̅   )    ̅   ̅    ̅     ̅ 
 (Rel. 2-154) 
Den wohl bekanntesten und wichtigsten Spezialfall stellen die sogenannten mikropolaren Kontinua dar, 
welche im Mikrokontinuum ausschließlich Starrkörperrotationen zulassen, wodurch die Kinematik 
durch folgende vereinfachte Form beschreibbar ist: 
   ̅   ̂̅  (    ̅   )    ̅   ̅     ̅  (Rel. 2-155) 
Dieser spezielle Ansatz ist sehr gut geeignet, um beispielsweise Flüssigkeitskristalle mit starrer Molekül-
struktur, Suspensionen mit Starrkörperpartikel, kurze Kohlenstofffasern in Kompositen, Knochenstruk-
tur, Fluide mit magnetisierbaren Teilchen, Stäube in Wolken, Betonmischungen mit Sandkörner und 
auch schlammähnliche Fluide zu beschreiben (Eringen, 1999). Für eine tiefergehende Einführung sei an 
dieser Stelle auf die fundamentalen Arbeiten von (Cosserat & Cosserat, 1909), (Eringen, 1967) sowie 
(Besdo, 1974), (de Borst, 1991) und (Grammenoudis & Tsakmakis, 2001) verwiesen. Der in der vorlie-
genden Arbeit wichtige Aspekt von Versetzungbewegungen in Zusammenhang mit verallgemeinerten 
Kontinuumstheorien ist in (Sansour & Skatrulla, 2007) übersichtlich und fundiert dargestellt. 
Ein weiterer Spezialfall ist durch das sogenannte „Mikrostreckungskontinuum“ gegeben. Dieses stellt im 
Wesentlichen ein verallgemeinertes mikropolares Kontinuum dar, welches neben den Drehfreiheitsgra-
den noch eine zusätzliche, in alle drei Raumrichtungen isotrope Streckung (Dehnung) beschreiben kann. 
Die Kinematik dieser Bewegung ist einerseits durch den eigentlich orthogonalen Rotationstensor und 
andererseits durch den zusätzlich hinzukommenden skalaren Parameter, der die isotrope Streckung 
(Dehnung) beschreibt, darstellbar: 
   ̅   ̅   ̂̅  (    ̅   )    ̅   ̅   ̅     ̅  (Rel. 2-156) 
Für detaillierte weitere Ausführungen zu dieser Kategorie verallgemeinerter Kontinua sei auf die Litera-
tur verwiesen (Eringen, 1999). 
Eine letzte wichtige Untergruppe von mikromorphen Kontinua stellen die „Mikrodehnungskontinua“ 
dar. Bei diesem Ansatz sind die Rotationen klein und können deshalb in der Mikrostruktur vernachläs-
sigt werden, wobei die Dehnungen nun die dominanten Größen auf der Mikroskala repräsentieren, 
weshalb nur der entsprechende rechte Strecktensor zur Beschreibung der Kinematik Verwendung fin-
det: 
   ̅   ̂̅  (    ̅   )    ̅   ̅     ̅  (Rel. 2-157) 
Der Ansatz zur Formulierung von Mikrodehnungskontinua ist vor allem aus der Beschreibung von Me-
tallschäumen entstanden, wobei für weitere Ausführungen auf die Literatur verwiesen sei (Forest & 
Sievert, 2006). 
Die Erhaltungsgleichungen der vorgestellten generalisierten Theorie mikromorpher Kontinua sollen im 
Weiteren anhand eines verallgemeinerten hyperelastischen Materialverhaltens dargestellt werden. 
Analog zum Abschnitt 2.3.1.1 kann auch für ein verallgemeinertes Kontinuum hyperelastisches Materi-
alverhalten definiert werden, wobei man bei der Herleitung von der freien spezifischen Energiefunktion 
ausgeht. Im Falle lokaler Kontinua hängt diese vom makroskopischen Verzerrungsgradienten ab, vgl. 
(Rel. 2-101) und (Rel. 2-102). Da bei generalisierten Kontinuumstheorien jedem makroskopischen mate-
riellen Punkt ein lokales Mikrokontinuum mit entkoppelter Kinematik zugeordnet wird, resultieren dar-
aus weitere kinematische Größen, vgl. (Rel. 2-151) - (Rel. 2-153), welche bei der Definition hyperelasti-
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schen Materialverhaltens innerhalb der analogen Einführung einer freien Energiefunktion Berücksichti-
gung finden müssen. Es kann gezeigt und sinvoll begründet werden (Eringen, 1999), dass im Falle mik-
romorphen hyperelastischen Materiaverhaltens die freie innere Energiedichtefunktion  ̀ neben dem 
klassischen Deformationsgradienten der Makroskala     auch vom Deformationsgradienten des Mikro-
kontinuums  ̅   und vom (Makro-)Gradienten   ̅     ⁄  der zuletztgenannten Mikrogröße abhängig 
ist: 
    ̀ ( ̂  (    )  ̂̅  (    ̅   ) 
  ̂̅  (   ̅   )
   
)   ̀ (     ̅   
  ̅  
   
) (Rel. 2-158) 
Dabei stellt der (Makro-)Gradient des Mikrokontinuums eine Art lokale Krümmung dar und führt somit 
eine intrinsische Länge des Materials ein, welche den Einfluss benachbarter Regionen berücksichtigt. 
Nach dem Prinzip der materiellen Objektivität muss die freie Energiedichtefunktion (Rel. 2-158) unab-
hängig von der Wahl des Bezugssystems und somit invariant bezüglich Verschiebungen und Drehungen 
des gewählten Koordinatensystems sein. Damit muss für jede beliebige Drehung, welche durch einen e 
Rotationstensor    darstellbar ist, die folgende Äquivalenzrelation gelten: 
    ̀ (             ̅       
  ̅  
   
) (Rel. 2-159) 
Diese Äquivalenz muss für alle Rotationen, welche sich durch einen beliebigen Drehtensor     darstel-
len lassen, gelten, also auch für die spezielle Wahl des orthogonalen Drehtensors des Mikrokontinuums 
      ̅  
    ̅  
   ̅   (Rel. 2-153), woraus die folgende Darstellung resultiert. 
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) (Rel. 2-160) 
Mit der Definitionsgleichung der polaren Zerlegung des Mikrokontinuums (Rel. 2-153) sowie den zur lo-
kalen Theorie (vgl. Abschnitt 2.1.1) analogen Definitionsgleichungen des rechten Strecktensors des 
Mikrokontinuums  ̅ , vgl. (Rel. 2-8), sowie weiteren Umrechnungen, auf die hier verzichtet wird, kann 
(Rel. 2-160) in folgende Gleichung überführt werden: 
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 (Rel. 2-161) 
Daraus können finite Verzerrungs- und Krümmungsmaße für mikromorphe Kontinua abgeleitet werden, 
die meist für allgemeinere konstitutive Modelle im Rahmen generalisierter Kontinuumstheorien Ver-
wendung finden: 
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 (Rel. 2-162) 
Der Tensor     ist von der Verzerrung des Makro- und Mikrokontinuums abhängig. Zur geometrischen 
Interpretation dieses „gemischten“ Verzerrungstensors     kann festgehalten werden, dass dieser die 
durch die Deformation verursachte Differenz zwischen Tangentenvektoren an materiellen Linien des 
Makrokontinuums und den Änderungen von Normalvektoren an materiellen Flächen des Mikrokonti-
nuums darstellt. Durch die Verknüpfung der Kinematik aus Mikro- und Makrokontinuum ist dieser Ten-
sor offensichtlich nicht symmetrisch, was auch aus dessen Definitionsgleichung ersichtlich ist. 
Mit  ̅   wird ein Green-Lagrangescher Verzerrungstensor, vgl. (Rel. 2-13), für das Mikrokontinuum defi-
niert. Dieser stellt analog zur klassichen lokalen Theorie die durch die Deformation verursachte Diffe-
renz zwischen Tangentenvektoren an materiellen Linien des Mikrokontinuums dar. Dieser Tensor be-
sitzt, wie aus seiner Definitionsgleichung hervorgeht, eine symmetrische Struktur. 
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 ̅    führt nichtlokale Effekte in die Theorie ein. Zur geometrischen Interpretation sei auf die Literatur 
zur Differentialgeometrie und speziell auf (Mindlin, 1964) verwiesen. Stark vereinfacht soll hierzu an-
gemerkt sein, dass drei linear unabhängige, als Direktoren bezeichnete Vektoren eingeführt werden, die 
das an einem materiellen Punkt der Makroskala angeheftete Mikrokontinuum repräsentieren. Damit 
sind Richtungen von materiellen Linien festgelegt, die wiederum durch Winkel darstellbar sind, wobei 
die durch die Deformation verursachten Winkeländerungen auf die Bogenlänge dieser Linie bezogen 
werden und somit Krümmungen des Mikrokontinuums darstellen. 
Es ist zu beachten, dass    ,  ̅   und  ̅   sich auf die Referenzkonfiguration beziehen, wobei  ̅   ein 
symmetrischer Tensor 2. Stufe und  ̅    ein Tensor 3. Stufe ist. In Abhängigkeit von der vorliegenden 
Problemklasse kann es sinnvoll sein, die finiten Verzerrungsgrößen zu linearisieren, woraus entspre-
chende Vereinfachungen resultieren (vgl. Abschnitt 2.1.1). Nachfolgend sind diese Linearsierungen an-
gegeben, wobei auf eine exakte Herleitung verzichtet wird. 
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 (Rel. 2-163) 
Es bleibt anzumerken, dass die hier vorgestellten Verzerrungsgrößen willkürlich gewählt worden sind 
und auch geringe Unterschiede im Vergleich zur fundamentalen Arbeit von (Mindlin, 1964) aufweisen. 
Dennoch haben sie sich durchgesetzt und finden in vielen publizierten Arbeiten weite Verbreitung. 
Wie bei lokalen Kontinuumstheorien, kann im Rahmen der Herleitung der lokalen quasistationären 
Form der Impuls- und Drehimpulsbilanz für generalisierter Kontinuumansätze vom Prinzip der virtuellen 
Arbeit ausgegangen werden, wobei auf eine detaillierte Darstellung hier verzichtet werden soll. Dabei 
können für hyperelastisches Materialverhalten bezüglich der Verzerrungstensoren    ,  ̅   und  ̅   mit 
Hilfe des Verzerrungsenergiedichtepotentials (Rel. 2-161) thermodynamisch konjugierte Spannungs-
größen definiert werden. 
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 (Rel. 2-164) 
Hierbei ist     das Analogon zum klassischen (Cauchyschen) Spannungstensor der lokalen Theorie, wo-
bei diese Größe aufgrund der entsprechenden Struktur der zugehörigen Verzerrungsgröße     keine 
Symmetrie besitzt. Mit  ̅   wird ein symmetrischer Spannungstensor eingeführt, der zum Mikroverzer-
rungstensor  ̅   thermodynamisch konjugiert ist. ̅    kennzeichnet einen mit dem Krümmungstensor 
 ̅    verknüpften Momentenspannungstensor 3. Stufe. Rein formal gesehen können den Spannungs-
tensoren     und  ̅   entsprechende Kräfte sowie translatorische Verschiebungen bzw. Verzerrungsgrö-
ßen     und  ̅   zugeordnet werden. Analog sind dem Momentenspannungstensor ̅    entsprechende 
Drehmomente sowie daraus resultierende Rotationen und Krümmungen  ̅   asoziierbar. Es sei an die-
ser Stelle darauf verwiesen, dass aufgrund der mitberücksichtigten Mikrostruktur die Drehimplusbilanz 
als zusätzliche Gleichung ins Gesamtmodell hinzukommt, welche im Unterschied zu den klassisch-
lokalen Theorien nicht identisch erfüllt ist. Zusätzlich liegt noch eine Nichtsymmetrie im Spannungsten-
sor der Implusbilanz vor. 
Um das komplette gekoppelte partielle Differentialgleichungssystem für mikromorphe Kontinua anzu-
geben, sind in Analogie zur lokalen klassischen Theorie weitere Größen einzuführen, welche eine ver-
gleichbare physikalische Bedeutung besitzen wie z.B. die Volumenkraftdichte  ̃ , siehe (Rel. 2-54), und 
die einer Flächennormalen    zugeordneten Spannung  ̃ , siehe (Rel. 2-57) bzw. vgl. Abschnitt 2.1.5 so-
wie (Mindlin, 1964), (Mindlin, 1965). Daraus resultierend kann zu der auf ein Volumenelement wirken-
de Kraft  ̃    ̂̃ (    ) ein entsprechendes „Volumenmoment“ ̅     ̂̅  (    ) (Volumenmomenten-
dichte bzw. „Double Forces per Volume“) eingeführt werden, wobei diese Größe direkt mit dem Mo-
mentenspannungstensor ̅    assoziierbar ist. Außerdem kann in Analogie zu der auf ein Oberflächen-
element mit dem Normalenvektor    wirkenden Spannung  ̃    ̂̃ (       ) eine Momentenspannung 
 ̅     ̂̅  (       ) eingeführt werden („Double Forces per Area“), welche ebenfalls mit dem Momen-
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tenspannungstensor ̅    assoziierbar ist. Die Diagonalkomponenten beider Größen (Dyaden)  ̅   bzw. 
 ̅   sind „Double Forces“ ohne Moment, die restlichen Komponenten sind „Double Forces“ mit Mo-
ment. In beiden Fällen gibt der erste Index die Orientierung des Hebelarms zwischen den Kräften, der 
zweite Index die Orientierung der Kräfte an. Bei einer Fläche mit äußerem Einheitsnormalenvektor    in 
positiver Koordinatenrichtung zeigt die Kraft am positiven Ende des Hebelarms in positive Richtung und 
die am negativen Ende in negative Richtung. Bei Flächen mit Normalen in negativer Koordinatenrich-
tung gelten umgekehrte Beziehungen. 
Mit Hilfe der eingeführten Größen läßt sich die lokale und quasistationäre Form der Impulsbilanz 
 
    
   
  ̃     (Rel. 2-165) 
und Drehimpulsbilanz formulieren, wobei beide Gleichungssysteme entsprechende Volumenkraft-  ̃  
und Volumenmomentendichten ̃   berücksichtigen: 
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      ̅    ̅      (Rel. 2-166) 
Zusätzlich sind noch die Belastungsrandbedingungen anzugeben, die aus den 3 Spannungsrandbedin-
gungen  ̃  
  ̂ (       )          ̃   ̂̃ (       )  (     
     ) (Rel. 2-167) 
und den 9 Momentenspannungsrandbedingungen bestehen: 
  ̂  (       )   ̅        ̅    ̂̅  (       )  (     
 ̅     ) (Rel. 2-168) 
Die Impulsbilanzgleichung (Rel. 2-165) entspricht derjenigen der klassischen lokalen Theorie, vgl. (Rel. 
2-56). Die zugehörigen Randbedingungen sind durch (Rel. 2-167) gegeben, vgl. (Rel. 2-57). Als zusätzli-
che Bedingung muss allerdings die lokale Form der Drehimpulsbilanz (Rel. 2-166) mit den zugehörigen 
Momentenspannungsrandbedingungen (Rel. 2-168) im Rahmen der generalisierten nichtlokalen Konti-
nuumstheorie berücksichtigt werden. Hierbei kann man die 27 Komponenten des Momentenspan-
nungstensors ̅    in Analogie zu  ̅̅   und  ̅   als „Double Forces“ pro Fläche verstehen. 
Damit sind die wesentlichen Aspekte der lokalen, nichlokalen und generalisierten Kontinuumstheorien 
beschrieben, womit der Unterabschnitt 2.3 abgeschlossen werden kann. 
2.4 Inkrementelle und absolute Formulierung, Deformationstheorie 
In diesem Abschnitt wird kurz auf die wichtigsten Darstellungen der Spannungs-Dehnungsbeziehungen 
eingegangen. Allgemein kann festgehalten werden, dass jede Deformations- oder Laständerung eine 
entsprechende Spannungs- oder Dehnungsänderung nach sich zieht. Die Formulierung des aktuellen 
mechanischen Zustandes kann entweder über die Änderungen der entsprechenden Größen oder aber 
durch die absolute Darstellung derselben erfolgen. Da jede mechanische Zustandsänderung sich in ei-
nem zeitlichen Kontext vollzieht, ist es naheliegend, die Konstitutivgesetze in differentieller Form be-
züglich eines skalaren Parameters darzustellen, der im Allgemeinen die Zeit repräsentiert, aber bei 
nichtviskosen Materialverhalten auch als Lastparameter interpretiert werden kann. Durch die differen-
tielle Formulierung der Stoffgleichungen werden Änderungen der mechanischen Zustände bezüglich 
des skalaren Parameters (Zeit) beschrieben, weshalb diese Darstellung auch als inkrementelle Darstel-
lung bezeichnet wird, da durch die Änderungen Inkremente determiniert sind, aus denen sich vom vor-
herigen der aktuelle Zustand berechnen läßt. 
Als einfaches Besipiel sei an dieser Stelle die inkrementelle Form der hyperelastischen Materialglei-
chungen (siehe Abschnitt 2.3.1.1) angeführt, vgl. (Rel. 2-102): 
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  ̇   (Rel. 2-169) 
Dabei beziehen sich alle Größen in (Rel. 2-169) auf die Referenzkonfiguration, deren Basissystem zeit-
unabhängig ist, weshalb die objektive (inkrementelle) Ratenformulierung direkt durch die einfache Zei-
tableitung repräsentiert wird (siehe Abschnitt 2.1.4). Daraus resultierend (Rel. 2-169) kann der Steifig-
keitstensor       eingeführt werden, der sich vollständig auf die Referenzkonfiguration bezieht : 
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 (Rel. 2-170) 
Aus der Definitionsgleichung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors (Rel. 2-13) geht hervor, dass 
die Verwendung des rechten Cauchy-Green-Tensors     als unabhängige Größe äquivalent ist zur Dar-
stellung, welche auf dem Green-Lagrangeschen Verzerrungstensor basiert. Beide Größen (    bzw.    ) 
unterscheiden sich nur durch den konstanten Einheitstensor und den Faktor   ⁄ , was durch elementa-
re Rechnung gezeigt werden kann: 
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Da ein Konstitutivgesetz üblicherweise Spannungen und Verzerrungen miteinander verknüpft, stellt die 
Formulierung (Rel. 2-169) bzw. (Rel. 2-170), welche den rechten Cauchy-Green-Tensor als unabhängige 
Größe/Variable vewendet, eine völlig äquivalente Darstellung eines allgemeinen Materialgesetzes dar. 
Formuliert man die inkrementelle Darstellung des hyperelastischen Materialgesetzes von der Referenz- 
in die Momentankonfiguration um, so sind objektive Spannungsraten aufgrund des zeitlich sich verän-
dernden Basissystems erforderlich. Es ist hierfür zweckmäßig, den Kirchhoffschen Spannungstensor     
zu verwenden, dessen objektive Zeitableitung zur Spannungsrate des 2. Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors  ̇   mit (Rel. 2-49) in Beziehung steht: 
             ̇                  ̇       (Rel. 2-172) 
Zudem ist die Zeitableitung des rechten Cauchy-Green-Tensors  ̇   mit der symmetrischen räumlichen 
Verzerrungsgeschwindigkeit    , welche die kinematisch konjugierte Größe zum Kirchhoffschen Span-
nungstensor     darstellt, durch die Gleichungen (Rel. 2-171) bzw. (Rel. 2-23) verknüpft: 
  ̇      ̇                 (Rel. 2-173) 
Daraus resultierend kann die inkrementelle hyperelastischen Konsitutivgleichung (Rel. 2-170) unter Be-
rücksichtigung der materiellen Objektivität von der Referenz- in die Momentankonfiguration überführt 
werden 
                                                               (Rel. 2-174) 
wobei ein Steifigkeitstensor       definierend eingeführt ist, 
                                (Rel. 2-175) 
der sich vollständig auf die Referenzkonfiguration bezieht und die eigentliche konstitutive Größe dar-
stellt. Damit kann die inkrementelle Formulierung des objektiven Materialgesetzes endgültig wie folgt 
angegeben werden: 
                 (Rel. 2-176) 
Dieser inkrementellen Formulierung (hyper)elastischen Materialverhaltens stehen die absoluten For-
mulierungen aus dem Abschnitt 2.3.1.1 gegenüber, innerhalb derer die absoluten Spannungs- und Ver-
zerrungsgrößen zueinander in Beziehung gesetzt sind und nicht die resultierenden Spannungsinkremen-
te aus vorgegebenen Verzerrungsänderung wie bei der inkrementellen Formulierung. Es ist offensicht-
lich, dass beide Formulierung zu den Selben Ergebnissen führen müssen, da beide Darstellungen durch 
mathematische Umformungen ineinander überführbar sind. 
Anders als bei der (Hyper-) Elastizität sind die konstitutiven Gleichungen im Rahmen der Plastizität be-
reits durch deren Ansatz in inkrementeller Form dargestellt, was im Abschnitt 2.3.1.2 durch eine in der 
Referenzkonfiguration formulierten Beschreibung dargelegt ist. Die inkrementelle Formulierung im 
Rahmen der Metallplastizität ist vor allem dann zu verwenden, wenn keine kontinuierlich ansteigenden 
Belastungen, sondern zwischenzeitliche Reduktionen bzw. Zyklierungen der Belastungen auftreten. In 
einigen Fällen, so wie z.B. bei den in der Praxis oft zu untersuchenden Grenzbelastungsfällen, sind je-
doch aufgrund der stetig steigenden äußeren Lasten oft monoton ansteigende Spannungen in der me-
chanischen Struktur zu erwarten. Für diese Fälle kann die inkrementelle Formulierung der klassischen 
Metallplastizität in eine Darstellung umgewandelt werden, die in der Beschreibung absolute Span-
nungs- und Dehnungsgrößen enthält, wobei diese Art der Formulierung als Deformationstheorie oder 
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totale Dehnungstheorie bezeichnet wird (Gross & Seelig, 2006). Ein einfacher Ansatz für infinite Defor-
mationen, welche einen proportionalen Lastanstieg voraussetzt, wurde bereits von (Hencky, 1924), 
(Ilyushin, 1947), (Ilyushin, 1963) vorgeschlagen und wird nachfolgend in aller Kürze dargestellt. 
Resultierend aus der Voraussetzung kleiner Verzerrungen (Rel. 2-14) kann eine additive Zerlegung der 
Gesamtdehnung     in einen elastischen    
  und plastischen    
 
 Anteil angesetzt werden: 
        
     
 
 (Rel. 2-177) 
Geht man von der Inkompressibilität plastischer Deformationen aus, ist es zweckmäßig, die Konstitutiv-
gleichungen in deviatorischen Größen zu beschreiben, wozu der infinite Dehnungs-    
  und Spannungs-
deviator    
  wie folgt definiert ist: 
    
      
 
 
           
      
 
 
         (Rel. 2-178) 
Bei inkompressiblem Materialverhalten kann zudem das zugrunde gelegte isotrope lineare Hookesche 
Elastizitätsgesetz in einer aufgespalteten Darstellung formuliert werden, das aus einem hydrostatischen 
(volumetrischen) sowie deviatorischen Anteil besteht 
                  
         
     




    
      (Rel. 2-179) 
wobei  der Kompressionsmodul und   der Schubmodul ist. 
Wie bereits erwähnt, wird bei der deformationstheoretischen Darstellung eine (streng) monoton wach-
sende proprotionale Belastung vorausgesetzt, die sich auf einen Ausgangszustand bezieht der durch die 
Spannung     
  charakterisiert ist, wobei dieser Umstand durch folgende Beziehungen beschrieben 
werden kann: 
    
   ( )      
  (   )    (  )   (  )        (Rel. 2-180) 
Diese Voraussetzung (Rel. 2-180) impliziert, dass sich die Hauptachsenrichtungen während der Defor-
mation sowie im Laufe der (monoton zunehmenden) Belastungen nicht verändern und deshalb stets 
parallel zum Hauptachsensystem des Ausgangszustandes     
  sind. 
Als zentrale Annahme wird bei der Deformationstheorie davon ausgegangen, dass sich die Umkehrung 
der Spannungs- (plastischen) Dehnungsbeziehung durch den unten angeführten Ansatz darstellen lässt 
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 ) (Rel. 2-181) 
wobei (Rel. 2-181) rein formal der Bestimmungsgleichung (Rel. 2-114) zur Ermittlung der Fließrichtung 
im Rahmen der inkrementellen Formulierung entspricht. Wird in der inkrementellen Formulierung die 
Fließrichtung durch die Ableitung der Fließbedingung    ̂(         ) nach den aktuellen Spannungs-
zuständen     determiniert, vgl. (Rel. 2-114), so wird die Fließrichtung im Rahmen der Deformations-
theorie ausschließlich vom aktuellen Spannungszustand    
  festgelegt. Der skalare Multiplikator  , der 
die Größe der plastischen Deformation beschreibt, hängt im Allgemeinen vom aktuellen Spannungszu-
stand    
  und der Belastungsgeschichte, die im Wesentlichen durch die bleibenden plastischen Deh-
nungen    
 
 charakterisiert sind, ab. 
Unter Verwendung der von Mises Fließbedingung 
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  (Rel. 2-182) 
worin   
  die zweite Invariante des Spannungsdeviators    
  darstellt und    die effektive äquivalente 
Vergleichsspannung nach von Mises sowie   die isotrope Fließspannung ist, kann man die Abhängigkeit 
der plastischen Dehnung vom Spannungsdeviator in der Form 
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  (Rel. 2-183) 
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darstellen. Dabei wird mit   
 
 die effektive äquivalente plastische Vergleichsdehnung definiert. Die Be-
ziehung (Rel. 2-183) ist für den Fall der monotonen proportionalen Belastung äquivalent zur inkremen-
tellen Beschreibung der Plastizität (   
    ̇ 
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). Durch den Vergleich 
zwischen (Rel. 2-181) und (Rel. 2-183) folgt unmittelbar der skalare Multiplikator   
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 (Rel. 2-184) 
welcher die Größe der plastischen Deformation beschreibt. Invertiert man die inkompressible Darstel-
lung des verwendeten Hookesche Elastizitätsgesetzes (Rel. 2-179) und setzt den Anteil der elastischen 
(Rel. 2-179) und plastischen (Rel. 2-184) Dehnungen in die additive Zerlegung (Rel. 2-177) der (deviato-
rischen) Gesamtdehnung ein, so erhält man das sogenannte Hencky-Ilyushin-Gesetz: 
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 (Rel. 2-185) 
Die Gleichung (Rel. 2-185) beschreibt plastisches Verhalten für monoton zunehmende Proportionali-
tätsbelastung und ist im Gegensatz zur inkrementellen Darstellung nur durch absolute Dehnungs- und 
Spannungsgrößen formuliert. Zudem besitzt diese Beziehung (Rel. 2-185) rein formal gesehen auch eine 
analoge Form in Bezug zum Konstitutivgesetz hyperelastischen Materialverhaltens, vgl. (Rel. 2-111). 
Deshalb ist die deformationstheoretische Darstellung plastischen Materialverhaltens konsequenter-
weise nur für monoton wachsende Belastungszustände streng gültig, da offensichtlich bei Be- und Ent-
lastungen nur mechanische Zustände abgebildet werden können, die auf derselben – im Allgemeinen 
nichtlinearen – Spannungs-Dehnungsbeziehung liegen. 
Die Deformationstheorie lässt sich auch für finite Deformationen einsetzen, da dann der rotatorische 
Anteil (Rel. 2-7) in der polaren Zerlegung (Rel. 2-6) des Deformationsgradienten     zum Einheitstensor 
        wird. Man führt dazu die sogenannten logarithmischen bzw. wahren Dehnungen ein, welche 
sich aus der Eigenwertdarstellung (bzw. Hauptstreckung) des symmetrischen positiv definiten rechten 
Strecktensors    formulieren lassen, vgl. (Rel. 2-8) 
            ∑        
    
  
    (Rel. 2-186) 
wobei in (Rel. 2-186) die Summation bezüglich des 3-fach vorkommenden Sub- bzw. Superskipts   aus-
schließlich über den Summenoperator durchzuführen ist. Zudem ist in (Rel. 2-186) mit    der soge-
nannte Henckysche Verzerrungstensor definiert,   
  bezeichnet die  -te Hauptrichtung (Eigenvektor) 
zur korrespondierenden  -ten Hauptdehnung (Eigenwert) des symmetrischen positiv definiten rechten 
Strecktensors   . Inkompressibilität lässt sich nun über die Beziehung 
 ∑     
 
      (Rel. 2-187) 
erfüllen, und man kann in diesem speziellen Fall die additive Zerlegung des Verzerrungsmaßes in einen 
elastischen und plastischen Anteil verwenden, vgl. (Rel. 2-177). 
Damit sind alle wesentlichen Konzepte zur Deformationstheorie beschrieben, welche einen zentralen 
Punkt im mikromechanisch motivierten Homogenisierungsansatz des in dieser Arbeit vorgestellten 
„Mechanism based Strain Gradient“ Plastizitätsmodells (siehe Abschnitt 3.3) darstellt. 
2.5 Riss- und Schädigungsbeschreibung 
Ziel dieses Abschnitts ist es, elementare Begrifflichkeiten und Konzepte zur kontinuumsmechanischen 
Beschreibung von diskreten Imperfektionen zu geben, sowie diese im Rahmen von numerischen Me-
thoden einzubetten. Dabei wird der Begriff Imperfektion in dieser Arbeit als ein verallgemeinerter Ter-
minus für Fehlstellen, Poren, Grenzflächenrissen oder auch anderen diskreten Strukturen bzw. Objek-
ten, die als fehlerhafte Unregelmäßigkeiten angesehen werden können, verwendet. 
Aufgrund des Umfangs und der Komplexität des Bruch- und Schädigungsverhaltens von duktilen (Me-
talldünnschicht) aber auch spröden (Substrat) Materialien, kann hier kein Überblick dieses Gebiets in 
entsprechend kurzem Rahmen gegeben werden, weshalb auf Standardwerke zu diesem Gebiet (Gross 
& Seelig, 2006), (Lemaitre, 1992), (Lemaitre & Chaboche, 1990), (Rossmanith, 1982) verwiesen sei. 
Um der prinzipiellen Aufgabenstellung zur Abbildung und Modellierung von Imperfektionen gerecht zu 
werden, sind verschiedenste Konzepte verwendbar, welche allerdings mit unterschiedlichem Aufwand 
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umzusetzen und deshalb für den vorgegebenen Rahmen dieser Arbeit nur bedingt geeignet sind. Bezüg-
lich der numerischen Umsetzung können aus der Vielzahl von Ansätzen zur Beschreibung bruchmecha-
nischer Vorgänge zwei Kathegorien klassifizierend eingeführt werden. 
I. Verschmierte Rissmodelle (engl. „smeared crack models“) 
II. Diskrete Rismodelle (engl. „discrete crack models“) 
Die Anwendung von verschmierten Rissmodellen ist für Untersuchungen zweckmäßig, bei denen das 
globale Last-Verschiebungsverhalten der Struktur Gegenstand der Analyse ist, ohne Bezug auf realisti-
sche lokale Spannungsverteilungen und Risspfade. Zur detaillierten Modellierung von lokalem Struktur-
verhalten, Risspfaden oder der Richtung des Rissfortschritts eignen sich die diskreten Rissmodelle im 
Allgemeinen besser. 
Bei den verschmierten Rissmodellen (I.) wird die Imperfektion als diskrete Struktur innerhalb des Mate-
rials nicht direkt als solche aufgelöst. Dabei wird der lokale Einfluss der Imperfektion in seiner Umge-
bung auf die Steifigkeit sowie die aus den Deformationen resultierende Spannung berücksichtigt, indem 
diese Größen von dem vorhandenen Schädigungsfortschritt als abhängige Größen angesetzt werden. 
Dieser Ansatz kann im Rahmen der Kontiuumsmechanik unterschiedlich umgesetzt werden. So kann 
beispielsweise durch das ganz allgemeine Konzept ein skalarer Schädigungsparameter  eingeführt 
werden. Bei dem Großteil dieser Ansätze kann sich die Evolution des Schädigungsparameters nur in ei-
ne Richtung hin entwickeln, was durch eine monotone Zunahme des meist zwischen 0 und 1 normier-
ten Parameters  beschrieben wird. 
  
 Bild 2-42: Schädigungsentwicklung und entfestigendes Materialverhalten 
Dadurch wird zum Ausdruck gebracht, dass sich die Entwicklung einer Imperfektion im allgemeinen nur 
weiterbilden bzw. höchstens jedoch zum Stillstand kommen kann. So ist es bspw. einem einmal gebilde-
ten Riss nur möglich weiterzuwachsen oder im besten Fall gleich groß zu bleiben, nicht aber wieder zu-
sammenzuwachsen oder ganz zu verschwinden. Exemplarisch ist das eben beschriebene Konzept in Bild 
2-42 dargestellt. Darin zeigt das Material bis zum Schädigungsbeginn     verfestigendes Verhalten 
und behält bis zu diesem Zustand seine Steifigkeit bei. Nach Schädigungsbeginn verringert sich die Stei-
figkeit durch den Elastizitätsmodul   im gleichen Maße wie die Schädigung entsprechend zunimmt, was 
nach der physikalischen Anschauung und Erfahrung auch plausibel ist. Definiert man verfestigendes 
Materialverhalten durch eine positive Steigung des Spannungsverlaufes in Bezug zur Dehnung und die 
Entfestigung mit einer entsprechend negativen Steigung, so können für das Konstitutivgesetz im Zu-
sammenhang mit dem Schädigungsverhalten die folgenden Zusammenhänge festgestellt werden: Bei 
Schädigungsbeginn wird die Verfestigung  ̅ zusätzlich durch einen mit der Schädigungsvariablen  ver-
knüpften Anteil   ̅ verringert. Durch diese Reduktion der Verfestigung stellt sich in Abhängigkeit der 
Schädigungsentwicklung eine Entfestigung im Materialverhalten ein, wobei der Spannungsabfall mit 
steigender Dehnung nicht unbedingt mit dem Schädigungsbeginn     zusammenfallen muss, da ein 
Spannungsabfall sowohl von der Zunahme der Entfestigung als auch von jener der Schädigung abhängt. 
D. h., ändert sich die Schädigung weniger rasch als die Verfestigung zunimmt, ist trotzdem, wenngleich 
auch in verminderten Ausmaß, ein Zuwachs in der Spannung beobachtbar. Erst wenn sich die Schädi-
gung im Vergleich zur Verfestigung rascher ändert, stellt sich tatsächlich auch entfestigendes Material-
verhalten ein. Ein weiterer wichtiger Ansatz bei der verschmierten Formulierung von Imperfektionen ist 
die Beschreibung des Schädigungsbeginns, der oft auch als Versagenskriterum bezeichnet wird. Dieses 
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wird allgemein durch Gleichungssysteme festgelegt, die sich zumeist entweder auf die sich einstellen-
den Spannungs- oder aber auch auf Deformationsgrößen beziehen. In manchen Fällen kann es jedoch 
physikalisch sinnvoll oder auch erforderlich sein, andere Größen, wie bspw. Energien usw. zur Festle-
gung des Schädigungsbeginns zu verwenden. Grundsätzlich ist zu sagen, dass sich verschmierte Rissmo-
delle sowie Schädigungsmodelle durch den eben beschriebenen Ansatz relativ ähnlich sind. Einen Ver-
gleich zwischen einem verschmierten Rissmodell und einem isotropen Schädigungsmodell im Zusam-
menwirken mit unterschiedlichen Konstitutivmodellen wird in (Olivier, Carvera, Oller, & Lubliner, 1990) 
diskutiert. Verschmierte Rissmodelle, die auf der klassischen Kontinuumsmechanik basieren, wurden 
unter Berücksichtigung der Konzepte der Schädigungsmechanik und der klassischen Plastizitätstheorie 
in verschiedenen Arbeiten in einschlägiger Fachliteratur vorgeschlagen und publiziert (Mazars & 
Pijaudier-Cabot, 1989), (Feenstra & de Borst, 1995). 
Außerdem ist zu erwähnen, dass die im Allgemeinen differentialalgebraischen Gleichungssysteme, wel-
che die Evolution des Schädigungsparameters darstellen, im Wesentlichen die physikalischen Modell-
vorstellungen in Bezug auf die Entwicklung der Imperfektion beschreiben. Diese Entwicklung ist stark 
davon abhängig, ob es sich um duktile oder spröde Materialien handelt, da die Mechanismen die zu 
Entstehung und dem Fortschritt der Imperfektion führen, sich signifikant unterscheiden, je nachdem, 
ob diese in duktilem oder aber spröden Kontext ablaufen. 
Es exisitieren auch Schädigungsmodelle bei denen sich der skalare Schädigungsparameter in beide Rich-
tungen hin entwickeln – also sowohl zu- als auch abnehmen – kann. So ist beispielsweise die vorhande-
ne Porosität in einem duktilen Metall als skalarer Schädigungsparameter interpretierbar. Die mikrosko-
pisch kleinen Hohlräume, welche die Porosität quantifizierend erfasst, sind jedoch durch Deformations-
vorgänge veränderbar bzw. können unter Umständen bei uniaxialem Druck ganz geschlossen oder 
durch Zugbelastung vergößert werden. Es ist offensichtlich, dass diese Hohlräume die Stefigkeit sowie 
auch die induzierten Spannungen signifikant beeinflußen. Ein Plastizitätsmodell, welches die Porosität 
und somit auch eine Art Schädigung beschreiben soll, beinhaltet somit einen skalaren Schädigungspa-
rameter, der in Form der Porosität sowohl zu- als auch abnehmen kann, was in Bezug zu den vorherigen 
Ausführungen ein weiteres wesentliches Unterscheidungsmerkmal darstellt. Anwendung finden diese 
Modelle (Gurson, 1977), (Gologanu, Leblond, & Devaux, 1993), (Kailasam, Aravas, & Ponte Castaneda, 
2000) sehr häufig in der Umformtechnik beim Schmieden und Walzen sowie beim Tief- oder Streckzie-
hen. Weitere Anwendungsgebiete sind die oberflächliche Verdichtung von pulvertechnologisch herge-
stellten porösen Sinterbauteilen, aber auch die Thermomechanik, bei der es in durch Temperaturlast 
zyklierten Reaktorbauteilen zu Mikrorisswachstum kommen kann. 
Grundsätzlich weisen alle verschmierten Riss- und Schädigungsmodelle einen Nachteil auf, welcher in 
der lokalen Beschreibungsweise des verwendeten Ansatzes gegeben ist und der zudem zu problemati-
schen Phänomenen führen kann. Es ist mathematisch beweisbar, dass sich der Typ des beschreibenden 
partiellen Differentialgleichungssystems bei quasistatischen Problemen von elliptisch zu hyperbolisch, 
bzw. bei dynamischen Problemen von hyperbolisch zu elliptisch ändert, wenn ein Übergang von verfes-
tigenden zu entfestigenden Materialverhalten auftritt. Dieser Umstand ist die Ursache von Lokalisie-
rungsphänomenen, unter denen man im Wesentlichen die Ausbildung sehr schmaler (lokaler) Versa-
genszonen versteht, die zudem durch hohe Verzerrungen charakterisiert sind. Daraus resultierend, 
muss im mathematischen Sinne von einem schlecht gestellten Randwertproblem ausgegangen werden. 
Der singuläre Charakter äußert sich darin, dass die Verzerrungen sich innerhalb einer Zone mit der Brei-
te von null lokalisieren. Dieser Vorgang der Lokalisierung ist physikalisch nicht korrekt abgebildet und 
führt im Rahmen von numerischen Lösungsvefahren wie der Finiten-Elemente-Methode zu schlecht ge-
stellten Gleichungssystemen, da die Breite der Lokalisierungszone und damit die Energiedissipation 
ebenfalls gegen null tendieren. Die berechneten Ergebnisse sind im Rahmen der Finiten-Elemente-
Methode für den Bereich während und nach der Lokalisierung abhängig von der gewählten räumlichen 
Diskretisierung (Netzabhängkeit der Lösung, vgl. Abschnitt 5 bzw. 5.2). In diesem Zusammenhang zei-
gen sich die gravierenden Nachteile von lokalen Plastizitätsmodellen, da sich die eben erwähnten Phä-
nomene der Lokalisation bei den wesentlich komplexeren nichtlokalen Konstitutivgesetzen nicht zeigen 
(Pijaudier-Cabot & Bazant, 1987). Bei letzteren bleibt die Breite der Lokalisierungszone endlich, wobei 
die geometrische Ausdehnung des Lokalisationsbereichs im Wesentlichen durch eine intrinsische Länge 
determiniert ist (vgl. Abschnitt 3). Demzufolge bleiben auch die berechneten numerischen Lösungen re-
lativ unabhängig von der gewählten räumlichen Diskretisierung. 
Die experimentelle Beobachtung von Imperfektionen wie bspw. diskreten Rissen motiviert die Darstel-
lung von Diskontinuitäten im Rahmen der diskreten Rissmodelle (II). Bei diesem Ansatz werden die 
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Auswirkungen der im Kontinuum eingebetteten Imperfektion auf seine Umgebung nicht auf das zu-
grundeliegende Konstitutivgesetz verschmiert. Vielmehr wird die Imperfektion als eigenständiges Ob-
jekt im beschreibenden gesamtheitlichen Ansatz gesondert erfasst. Zentrales Konzept diskreter Riss-
modelle ist das eigenständige konstituive Gesetz, das der Imperfektion zugeordnet wird. In diesem Zu-
sammenhang ist es notwendig, den Begriff des Verschiebungssprungs einzuführen, der mit jeder Imper-
fektion assoziiert werden kann, wobei der Verschiebungssprung als der Abstand zweier zugeordneter 
gegenüberliegender materieller Punkte definiert ist. Mit Hilfe dieser Größe kann ein Konstitutivgesetz 
eingeführt werden, das die Versagenseigenschaften der Imperfektion durch eine Abhängigkeit der vor-
handenen Spannungen von den lokalen Verschiebungssprüngen beschreibt. Diese Art der Definition des 
Konstitutivgesetzes impliziert die Annahme, dass die freien Oberflächen der Imperfektion innerhalb ei-
ner Prozesszone Spannungen übertragen können. Im restlichen, nicht von der Unstetigkeit beeinfluss-
ten Gebiet wird das Materialverhalten durch eine Spannungs-Dehnungsbeziehung charakterisiert. 
Im Folgenden wird der Versuch unternommen, einen kleinen systematischen Überblick unter Verwen-
dung einer willkürlichen Einteilung der im Laufe der Zeit entwickelten diskreten Rissmodelle zu geben, 
wobei sich diese Kategorisierung im Wesentlichen auf den eigentlichen Beschreibungsansatz, der nu-
merischen Implementierung sowie der Finiten-Elemente-Formulierung stützt. Zudem beziehen sich die 
weiteren Ausführungen auf Rissmodelle, die eine spezifische Erscheinung des zuvor allgemein verwen-
deten Begriffs der Imperfektion darstellen. 
Zur expliziten Beschreibung des konstitutiven Verhaltens von diskreten Rissmodellen wurde das soge-
nannte Kohäsivzonenmodell (Barenblatt, 1960), (Dugdale, 1960) eingeführt, wobei diese Darstellung als 
eine Art Ausgangspunkt angesehen werden kann, auf den ein Großteil der späteren Entwicklungen auf-
bauen, weshalb dieser Ansatz auch ein Konzept repräsentiert, das fast allen Modellen immanent ist. Die 
Grundidee dieses Konzepts ist die Einführung eines Kohäsivgesetzes, das die Spannungsübertragung an 
der Rissspitze mit fortschreitender Rissöffnung beschreibt. Bei größer werdender Rissöffnung gehen die 
Spannungen die übertragen werden können, gegen null, was im Wesentlichen dem zuvor formulierten 
allgemeinen Ansatz des Konstitutivgesetzes diskreter Rissmodelle entspricht. Das Konzept ist universell 
und kann sowohl für spröde als auch bei duktilen Werkstoffen, wenngleich mit signifikant unterschiedli-
chen Eigenschaften, angewendet werden. Eng verwandt mit dieser Beschreibungsweise ist ein Modell, 
welches ein Kohäsivgesetz einführt, das die Zugfestigkeit des Werkstoffs und die Bruchenergie in Bezug 
auf ein Koordinatensystem charakterisiert, dessen Richtung durch die Rissflächennormalen determi-
niert ist, wobei dieses fiktive Rissmodell erstmals von (Hillerborg, Modeer, & Petersson, 1976) vorge-
schlagen wurde. Da gezeigt werden kann, dass die Bruchenergie proportional zu einer intrinsischen 
Länge ist, entspricht es somit der allgemeinen Darstellung der Konstitutivgestze von diskreten Rissmo-
dellen, welche die Spannung als Funktion von Verschiebungssprüngen beschreibt. 
In Bezug zur numerischen Umsetzung von diskreten Rissmodellen im Rahmen der Finiten-Elemente-
Methode kam es zu Entwicklungen, die rein formal ebenfalls dem Ansatz zur Beschreibung von Kohäsiv-
zonen entsprechen. In diesem Zusammenhang sind beispielsweise die sogenannten Interface-Elemente 
(Xu & Needleman, 1994) zu nennen. Die Wirkungsweise von Interface-Elementen kann mit Federn, die 
eine nichtlineare Beziehung zwischen den Knotenkräften und der Relativbewegung von zugeordneten 
Knoten definieren, verglichen werden. Die Elemente besitzen eine Ausgansdicke von null und werden 
zwischen den Elementflächen der Kontinuumselemente platziert, womit dieser Ansatz sehr eng mit den 
klassischen Kohäsivzonenelementen verwandt ist, welche jedoch im Allgemeinen eine endliche, wenn 
auch nur sehr kleine Elementdicke aus numerischen Gründen besitzen. In diesem Zusammenhang ist 
jedoch eine Problematik sofort erkennbar, welche sich im Allgemeinen auf den unbekannten und sich 
einstellenden sowie vom Spannungszustand abhängigen Risspfad bezieht. Da der Risspfad nur durch 
das diskrete, im Ausgangszustand flächige Element zwischen den Kontinuumselementen abgebildet 
wird, kann sich dieser nur innerhalb der Interface- oder Kohäsivzonenelemente ausbreiten, wobei der 
Risspfad mittels dieser Ansätze durch die Diskretisierung beeinflusst bzw. vorgegeben ist. Streng ge-
nommen ist somit die Anwendung von Interface- oder Kohäsivzonenelementen bei Problemen sinnvoll, 
bei denen der Risspfad a priori bekannt ist, was bei der in dieser Arbeit genauer untersuchten Grenzflä-
chendelamination von dünnen duktilen metallischen Schichten auf spröden Substraten erfüllt ist. Zu-
dem kann bei lokal sehr fein aufgelösten Diskretisierungen der Risspfad in erster Näherungen ebenfalls 
grob abgeschätzt werden, was für qualitative sowie prinzipielle Aussagen für ein zu untersuchendes Ge-
samtsystem im Allgemeinen auch völlig ausreichend sein sollte. Da es aber oft nicht möglich ist, den ge-
samten Bereich, in dem der Rissfortschritt untersucht werden soll, sehr fein zu vernetzen, wurden so-
genannte Neuvernetzungstechniken (remeshing techniques) vorgeschlagen (Swendson & Ingraffea, 
1988), (Bouchard, Bay, Chastel, & Tovena, 2000). Die Vorgehensweise der Neuvernetzung (Maligno, 
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Rajaratnam, Leen, & Williams, 2010) ist vor allem bei kritischen industrierelevanten Problemen 
(Timbrell, Chandwani, & Maligno, 2011) weit verbreitet und wird auch kommerziell in verschiedenen 
hochkomplexen Softwaretools (Zencrack Software, 2011) ständig weiterentwickelt. Diese speziellen 
Softwaretools sind meist an weit verbreitete kommerzielle FEM-Programmsysteme wie ABAQUS oder 
ANSYS gekoppelt und stellen im Wesentlichen die eigentliche Neuvernetzungsstrategie bezüglich des 
Rissfortschritts zur Verfügung, welcher wiederum auf den berechneten Spannungs- bzw. Deformations-
zuständen der FEM-Programme sowie dem in der Diskretisierung abgebildeten geometrischen Rissfort-
schrittszustand basiert. Dieses Konzept der Neuvernetzung ermöglicht es, die Simulation mit unverzerr-
ten Netzen fortzuführen. Nachteile der Neuvernetzungsmethoden liegen in der Komplexität der Imple-
mentierung und der zeitaufwändigen Berechnung. 
Als weiteres Kategoriesierungsmerkmal der diskreten Rissmodellierung kann die sogenannte Element-
formulierung herangezogen werden. Da ein Riss als mathematische Unstetigkeit im Deformationszu-
stand darstellbar ist, kann diese Diskontinuität entweder durch das vorliegende Verzerrungsfeld oder 
durch das vorhandene Verschiebungsfeld beschrieben werden. Da die Verzerrungen im Wesentlichen 
erste Ableitungen von Verschiebungen darstellen, folgt aus einem Verzerrungssprung unmittelbar ein 
stetiges, aber nicht mehr stetig differenzierbares Verschiebungsfeld, weshalb man bei Ansätzen durch 
Verzerrungssprüngen von schwachen Diskontinuitäten (weak discontinuities) spricht. Da sich durch die-
se Beschreibung die Stärke der Diskontinuität abschwächt, kann dieser Ansatz auch in der zuvor be-
schriebenen Lokalisierungsproblematik von verschmierten Rissmodellen verwendet werden, um bspw. 
die Auflösung zur Darstellung von Scherbändern im Rahmen der FEM zu verbessern (Ortiz, Leroy, & 
Needleman, 1987), (Belytschko, Fish, & Engelmann, 1988). Elementformulierungen mit einem Sprung 
im Verschiebungsfeld werden innerhalb der diskreten Rissmodellierung üblicherweise als starke Diskon-
tinuitäten (strong discontinuities) und folglich auch als Verschiebungsdiskontinuitäten bezeichnet. In 
der Vielzahl von Elementformulierungen mit Verschiebungsdiskontinuitäten ist ein neuerer besonders 
eleganter und vielversprechender Ansatz die sogenannte xFEM (eXtended Finite Element Method) 
(Belytschko & Black, 1999). Stark vereinfacht dargestellt, wird bei diesem Ansatz die Diskontinuität 
durch einen zusätzlichen erweiterten Ansatzterm im Verschiebungsfeld innerhalb des Gesamtproblems 
eingebettet, was auch als Anreicherung der Verschiebungsfelddarstellung (enriched approach) interpre-
tiert werden kann. D. h., den innerhalb der Standard-FEM angesetzten stetigen Verschiebungsfeldan-
satzfunktionen wird ein weiterer Term, der eine Diskontinuität abbilden kann, überlagert, wobei dieser 
erweiterte bzw. angereicherte Anteil nur dann aktiv in die Elementformulierung miteinbezogen wird, 
wenn ein Riss in dem entsprechenden Bereich präsent bzw. aktiv ist. Dadurch ist es möglich, den diskre-
ten Riss direkt innerhalb eines Elements selbst abzubilden, wodurch der Risspfad nicht mehr auf kohäsi-
ve Zonen zwischen den Elementen beschränkt ist, sondern sich frei im gesamten diskretisierten Raum 
ausbilden kann. Eng mit der xFEM ist die sogenannte Partition-of-Unity-Methode (PUM) (Melenk & 
Babuska, 1996), (Babuska & Melenk, 1997) verknüpft, welche das Fundament für die xFEM darstellt. Die 
xFEM bietet zwar große Vorteile gegenüber den klassichen Interface- oder Kohäsivzonenenelementen, 
jedoch auch Nachteile. Ein zentraler Aspekt ist in der Notwendigkeit gegeben, zusätzliche Knoten einzu-
führen, welche an die Ansatzfunktion der Diskontinuität gekoppelt sind, und diese ensprechend deter-
minieren. Durch diese zusätzlichen Knoten werden weitere Freiheitsgrade ins System eingeführt, wel-
che die Auswertung der Elementsteifigkeitsmatrizen sehr komplex und umfangreich gestalten können. 
Zudem ist es für eine effiziente Lösung des Gesamtproblems erforderlich, den diskontinuierlichen ange-
reicherten Anteil der Verschiebungsansatzfunktionen nur dann ins resultierende Gesamtgleichungssys-
tem aufzunehmen, wenn dies lokal erforderlich ist, also wenn an dem Ort überhaupt Diskontinuitäten 
in Form von Rissen vorhanden sind. Daraus resultiert wiederum, dass während der Lösung des Riss-
problems die Anzahl der Freiheitsgrade nicht gleichbleibend ist, sondern mit der Rissevolution ansteigt. 
Dies kann ähnlich wie bei Kontaktproblemen zu Schwierigkeiten im Iterationsprozess führen weshalb 
spezielle oder modifizierte Algorithmen bei der numerischen Lösung zum Einsatz kommen müssen. Au-
ßerdem ist die numerische Integration der diskontinuierlichen Formfunktionen, welche die schwache 
Form des beschreibenden partiellen Differentialgleichungssystems erforderlich macht, wesentlich auf-
wändiger und komplexer umzusetzen sowie im Allgemeinen nicht mit üblichen Integrationsverfahren 
nach Gauss oder Newton-Cotes in der gewünschten Genauigkeit darzustellen. 
Zudem können in allen bekannten Softwaresystemen die das xFEM-Konzept bereitstellen, keine benut-
zerdefinierten Elemente mit diesem Verfahren gekoppelt werden. Da im Rahmen dieser Arbeit nichtlo-
kale Gradiententheorien für die Beschreibung des mikromechanisch-motivierten Materialverhaltens 
zum Einsatz kommen, müssen adäquate benutzerdefinierte Elemente wegen der darzustellenden Ver-
zerrungsgradienten entwickelt werden, was die Verwendung der zur Verfügung stehenden xFEM-
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Implementierung innerhalb des verwendeten Softwaresystems nicht vorsieht bzw. ermöglicht. Eine Lö-
sung wäre zwar, die xFEM in einem eigenen benutzerdefinierten Element zu implementieren, was aber 
den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde. Deshalb wurden klassische Kohäsivzonenelemente zur Be-
schreibung von Rissen verwendet, deren zentrale Bausteine nachfolgend dargestellt werden. 
2.5.1 Kohäsivzonenmodell 
Die folgende Darstellung des Versagensverhaltens mit Hilfe des Kohäsivzonenmodells kann exempla-
risch für eine Beschreibung von diskreten Modellen zur Erfassung degenerativen Werkstoffverhaltens 
angesehen werden, da alle prinzipiellen Bausteine darin enthalten sind. Wie bereits erwähnt, besteht 
das Kohäsivzonznmodell aus zwei Bausteinen 
I. Versagenskriterium: Dieses quantifizert die Belastungs- bzw. Deformationszustände und erfaßt 
die Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit ein Versagen überhaupt eintreten kann. Es ent-
spricht in einer analogen Darstellung zur Plastizität dem Fließkriterium, welches die Bedingun-
gen erfasst damit bleibende inelastische Deformationen überhaupt auftreten können. 
II. Versagensevolution: Darunter versteht man das Gleichungssystem, welches den Fortschritt des 
Versagens (bspw. Schädigung) beschreibt, wenn das Versagenskriterium zuvor erfüllt wurde. In 
einer analogen Darstellung zur Plastizitätstheorie entspricht die Versagensevolution den Evolu-
tionsgleichungen, welche die Größe und Richtung der bleibenden inelastischen Deformationen 
im Dehnungsraum beschreiben. Bei Rissen hängt dieser Versagensfortschritt stark davon ab, 
welche Belastungsmoden dominant sind oder ob es sich um sogenannte „Mixed-Mode“ Last-
muster handelt. Es sei explizit darauf verwiesen, dass bei Kohäsivzonenelementen (meist) nur 
die Änderung eines skalaren Schädigungsparameters aus den Evolutionsgleichungen bestimmt 
werden muss, und nicht die Richtung des Rissfortschritts selbst, da diese durch die räumliche 
Lage des Elements schon festgelegt ist. Somit kann der Schädigungsparameter als analoge Grö-
ße zum plastischen Inkrement beim Fließen angesehen werden, wobei die Evolution des Schä-
digungsparameters eine nach oben durch 1 beschränkte Größe darstellt, da eine bereits gebro-
chene Bauteilzone nicht noch weiter geschädigt werden kann. 
Diese beiden Bausteine beschreiben im Zusammenwirken mit den konstitutiven Gleichungen das Ver-
sagensverhalten der kohäsiven Zone. Dabei wird das Konstitutivgesetz meist als „Traction-Separation-
Law“ (TSL) bezeichnet, da es die durch den Riss verursachten Verschiebungssprünge (Separationen) der 
gegenüberliegenden Basisflächen mit den daraus resultierenden Spannungen verknüpft. Um die Kine-
matik des Kohäsivzonenelements sinvoll zu beschreiben, wird eine Bezugsebene definiert, die genau 
durch die Mitte des Kohäsivzonenelements verläuft und exakt zwischen deren beiden Basisflächen liegt. 
Das lokale rechtwinkelige Koordinatensystem ist so ausgerichtet, dass eine lokale Koordinatenrichtung 
 ⃗ parallel zum Normalenvektor der Bezugsebene gerichtet ist und die beiden anderen lokalen Koordi-
natenrichtungen  ⃗ bzw.  ⃗ in der Bezugsebene liegen. Somit wird die Separation durch eine normale und 
zwei tangentiale Komponenten dargestellt. Es ist naheligend, die Verschiebungssprünge bzw. den Sepa-
rationsvektor über die Differenz der Verschiebungen bezüglich der beiden Basisflächen des Kohäsivzo-
nenelements zu definieren, wobei sich die Komponenten des Verschiebungsfeldes auf das lokale Koor-
dinatensystem des Kohäsivzonenelements beziehen. 












 ) (Rel. 2-188) 
In diesem Zusammenhang ist es üblich, die Verschiebungssprünge auf die relativ geringe, aber endliche 
Ausgangsstärke    des Kohäsivzonenelements 
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) (Rel. 2-189) 
zu beziehen. Der auf die Stärke des Kohäsivzonenelements bezogene Separationsvektor stellt somit ei-
ne Art Quasi-Verzerrungsvektor dar. Damit kann das zumeist linear formulierte reine versagensfreie 
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wobei in nichtlinearen Formulierungen die Koeffizienten    vom Quasi-Verzerrungsvektor    abhängen 
können. Die Nichtlinearität des Versagensverhaltens ist dann durch die Evolution des skalaren Schädi-
gungsparameters gegeben. Es ist in Analogie zum Elastizitätsgesetz unmittelbar einsichtigt, dass die Ko-
effizienten    Steifigkeiten darstellen, welche so groß wie möglich sein sollten, um geringe bzw. zu 
vernachlässigende Auswirkungen auf das Gesamtsystem zu haben, in das die Kohäsivzonenelemente 
eingebettet sind. Aus numerischen Gründen darf die Steifigkeit nicht zu groß gewählt werden, da dies 
sonst zu Konvergenzproblemen führen kann. An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der Ansatz, 
im Kohäsivzonenelement ein Konstitutivgesetz einzuführen, das im ungeschädigten Zustand große Stei-
figkeiten aufweist, einer Penaltybeschreibung äquivalent ist, wie diese bspw. beim „Stick and Slip“ des 
Reibungsverhaltens im Rahmen der Kontaktmechanik (Wriggers, 2002), (Laursen, 2002) Verwendung 
findet. Es wäre auch möglich, diese endliche Steifigkeit durch ein ideal starres Verhalten zu beschrei-
ben. Dies macht jedoch die Einführung von Lagrangeschen Multiplikatoren erforderlich und ist wegen 
der zusätzlichen Freiheitsgrade mit einer aufwändigeren Behandlung des Gesamtsystems verbunden. 
Ein analoges Vorgehen existiert auch im erwähnten Bereich der Kontaktmechanik (Pietrzak & Curnier, 
1999). 
Das Versagenskriterium wird üblicherweise durch die höchstmöglich auftretenden Spannungen 
(      
 
   
 
 )  oder aber mit den maximal zulässigen Separationen bzw. Quasi-Verzerrungen 
(      
 
   
 
 ) beschrieben. Dabei werden im Allgemeinen sowohl die normale als auch die beiden 
tangentialen Richtungen im gewählten Ansatz simultan (mixed-mode) berücksichtigt: 
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 )    (Rel. 2-191) 
Es ist naheliegend, dass sich ein Riss unter gleichzeitiger Scher- und Zugbelastung eher bilden wird, als 
wenn nur isolierte Scherspannungen vorliegen. Damit ist ein Ansatz zur Berücksichtigung gemischter 
Lastmoden gegeben, was in weiterer Folge eine wichtige Rolle für die Modellierung spielt. Zudem be-
schreiben die Größen (        ) und (        ) den mechanischen Belastungszustand unter Miteinbe-
ziehung eines möglicherweise präsenten Versagens. Ist das Versagenskriterium kleiner null, so liegen 
Belastungszustände vor, die keine Schädigung verursachen. Wird hingegen das Versagenskriterium grö-
ßer oder gleich null, so ist durch die mechanischen Zustände das Material überlastet und es entwickelt 
sich ein Versagen. Analog zur Plastizität können sich die Größen (      
 
   
 
 ) und (  
 
   
 
   
 
 ), 
welche die Grenzen des Versagensfortschritts repräsentieren, auch wiederum in Abhängigkeit der 
Schädigung bzw. Belastungsgeschichte entwickeln. In den meisten Ansätzen sind diese jedoch konstan-
te Parameter. 
Der Versagensvorgang selbst wird dann durch die Beschreibung der Entwicklung eines skalaren Versa-
gens- bzw. Schädigungsparameters  quantifiziert. Dieser reduziert sowohl die in der kohäsiven Zone 
resultierenden Spannungen (vgl. Bild 2-43) als auch die Steifigkeiten (strichlierte Linie in Bild 2-43), wo-
bei für die Normalkomponente zumeist nur Zugbelastungen eine Verringerung verursachen und vor-
handene Drucklasten durch das Versagen nicht beeinflusst werden: 
     {
(   )    ̅   ̅   
  ̅   ̅   
  ̅   (   )      ̅   (   )     (Rel. 2-192) 
Wie bereits erwähnt, stellt der Parameter  eine von 0 bis 1 monoton wachsende Größe dar, womit 
bestimmte Anforderungen an die Evolutionsgleichungen gestellt werden. Um den skalaren Versagen-
sparameter mit den Separartionen (Verschiebungssprüngen) in Beziehung zu stellen, ist es nützlich, ei-
ne effektive Separation (Camanho & Davila, 2002) zu definieren, die im Wesentlichen eine Norm des 
Separationsvektors darstellt: 
     √  
    
    
  (Rel. 2-193) 
Stellt man die sich in der kohäsiven Zone einstellenden Spannungen als Funktion der Separationen dar 
(Bild 2-43), so ist ersichtlich, dass die Fläche unter dieser Kurve eine spezifische Bruch- bzw. Rissenergie 
repräsentiert. 
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 Bild 2-43: Exemplarisches TSL mit einfacher linearer Versagensparameterevolution 
Diese Größe ist auch von den Einheiten her als eine Art Rissenergie interpretierbar, welche auf die freie 
Rissoberfläche bezogen ist, wobei diese Größe eine bestimmte Rolle zur Erfassung von Größen wie 
bspw.  unter mixed-mode Belastung spielt. 
Im Zusammenhang mit der Schädigungsevolution ist es unmittelbar einsichtigt, dass der Versagensfort-
schritt wie auch das zugeordnete Kriterium, von den dominanten Belastungsmoden, die im Allgemeinen 
in gemischter Form auftreten, stark beeinflusst wird (mixed-mode). Um diesen Mixed-Mode Zustand zu 
quantifizieren, gibt es verschiedene Ansätze, wobei nachfolgend die wichtigsten zwei in aller Kürze dar-
gestellt sein sollen. 
Ein Ansatz basiert auf den Rissenergien in normaler Richtung    und tangentialer Richtung    bzw.   , 
wobei der Mixed-Mode durch die Quotienten aus den richtungsbezogenen Anteilen in Relation zur 
summarischen Gesamtenergie    aller Bezugsrichtungen definiert ist: 
     
  
  
    
  
  
    
  
  
              (Rel. 2-194) 
Aus der Definition (Rel. 2-194) geht hervor, dass nur zwei der drei Parameter   unabhängig voneinan-
der sind. Einer von diesen ist stets dadurch gegeben, dass die Summe aller drei 1 sein muss, was aus der 
Definition (Rel. 2-194) unmittelbar folgt. 
Ein anderer Ansatz geht von den unterschiedlichen Winkeln aus, welche die Spannungskomponenten in 
der kohäsiven Zone je nach vorliegendem Belastungsmuster einnehmen können. Diese Winkel werden 
auf Größen zwischen 0 und 1 normiert, was durch den Vorfaktor in den Definitionen (Rel. 2-195) er-
sichtlich ist: 
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  (Rel. 2-195) 
Die Definitionen (Rel. 2-195) sind anhand der im Bild 2-44 dargestellten Gegebenheiten leicht nachvoll-
ziehbar. Es können jedoch auch noch andere sinnvolle Größen definiert werden, die den Mixed-Mode-
Zustand in brauchbarer Weise festlegen. Die rissenergiebasierten und spannungsbezogenen Mixed-
Mode-Ansätze können jedoch bei ein und demselben vorgegebenen Belastungsmuster unter Umstän-
den stark unterschiedliche Werte liefern. Grundsätzlich muss in diesem Zusammenhang erwähnt wer-
den, dass es wichtig ist, welche Mechanismen und dominanten Größen am Versagen im betrachteten 
Werkstoff bzw. System beteiligt sind, woraus wiederum eine sinnvolle Anwendung der Mixed-Mode-
Quantifizierung folgt. 
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 Bild 2-44: Spannungsbezogene Mixed-Mode-Definition 
Aus den Definitionen von Mixed-Mode-Zuständen können für verschiedene Belastungsmuster experi-
mentell Schädigungsparameter bestimmt und tabellarisch erfasst werden. Jeder Lastmodus ist eindeu-
tig durch die Mixed-Mode-Definitionen (Rel. 2-194) und (Rel. 2-195) quantifizierbar und kann zu dem 
versuchstechnisch ermittelten Versagensparameter in Bezug gesetzt werden. 
Die Entwicklung des skalaren Versagensparameters  ist nicht nur von den vorliegenden Belastungs-
moden abhängig, sondern auch vom Zustand der vorliegenden Deformation bzw. dessen Geschichte. 
Dieser sich in der kohäsiven Zone einstellende Deformationszustand wird durch das TSL beschrieben 
und kann entweder durch die Separationen oder aber auch durch die damit verknüpften Rissenergien 
dargestellt werden. Beide Darstellungen sind einander äquivalent, da die energetische Abhängigkeit 
durch die Integration des TSL in der separationsabhängigen Form berechnet werden kann (Fläche unter 
dem in Bild 2-43 dargestellten und von der Separation abhängigen Spannungsverlaufs). 
Damit kann zur Darstellung des Versagens- bzw. Schädigungsparameters zusammenfassend Folgendes 
fesgehalten werden. Der Schädigungsparameter hängt einerseits vom Mixed-Mode und andererseits 
auch von dem mechanischen Deformations- bzw. Belastungszustand sowie dessen Geschichte in der 
kohäsiven Zone ab. Dabei kann die Darstellung des Mixed-Modes entweder energie- oder aber span-
nungsbasiert erfolgen und die Beschreibung der Abhängigkeit vom versagensbeeinflussten mechani-
schen Belastungszustand ist entweder durch die Separationen oder durch die entsprechenden spezifi-
schen Rissenergien möglich. Exemplarisch seien nachfolgend diese skalaren Versagensabhägigkeiten in 
deren allgemeinen Form zusammenfassend dargestellt: 
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 (Rel. 2-196) 
Grundsätzlich kann festgehalten werden, dass die Erfassung des Versagens durch analytische Ansätze 
erfolgen kann, wie bspw. durch Linear-, Potenz- oder Exponentialfunktionen. Dies gilt sowohl für die 
Abhängigkeit vom Mixed-Mode als auch für die Separation bzw. der damit verknüpften Rissenergie, 
welche letztendlich den mechanischen Belastungs- bzw. Deformationszustand festlegen. Als Beispiele 
seien in diesem Zusammenhang das Potenzgesetz oder aber auch der Ansatz nach (Benzeggagh & 
Kenane, 1996) für die Mixed-Mode-Formulierung genannt. Für die explizite Separations- bzw. die damit 
verknüpfte Rissenergieabhängigkeit des Versagens findet eine rein lineare oder rein exponentielle 
Schädigung (Entfestigung) sehr oft praktische Anwendung. 
Abschließend sei noch auf ein im Rahmen der impliziten Finiten-Elemente-Methode wichtiges Problem 
verwiesen, das besonders bei lokal entfestigenden Materialverhalten auftritt. Dabei handelt es sich um 
Konvergenzprobleme, die beim unstetigen Übergang zur einsetzenden Schädigung auftreten können. 
Diese rein numerischen Probleme sind oft durch einen regularisierenden Ansatz unter zusätzlicher Ein-
führung viskoser Eigenschaften zu beheben, wie in Abschnitt 2.3.1.3 bereits detailliert beschrieben. Es 
ist aus der Struktur der viskosen Anteile im konstitutiven Verhalten zu sehen, dass diese im Allgemeinen 
einen stetigen Übergang der problematischen Funktionsbereiche bewirken, die speziell und meist bei 
einsetzendem Versagen auftreten. Allerdings muss die Parametrisierung für diese viskose Regularisie-
rung (vgl. Abschnitt 2.3.1.3) entsprechend gewählt werden, um den künstlich miteingeführten Einfluss 
von den Deformationsgeschwindigkeiten nicht zu groß werden zu lassen. Andererseits darf dieser 
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tionalen Abhängigkeiten vorliegt, um die Konvergenzprobleme zu beseitigen. Die Wahl dieser Parame-
ter ist stark problemabhängig und ist ein nicht unwesentlicher Ansatz zur praktischen numerischen Be-
rechnung von komplexen Aufgabenstellungen, wie dies im Unterkapitel 5.3 im Zusammenhang mit Ab-
schnitt 5.2 zu sehen ist. Die Verifikation über den integralen Einfluss der viskosen Regularisierungsantei-
le auf das Gesamtproblem kann dabei über die dissipierten Energien der deformationsgeschwindig-
keitsabhängigen Anteile in Relation zur Gesamtenergie oder aber auch zur Verzerrungs- sowie auch 
plastisch disspierten Energie erfolgen. Grundsätzlich können bei Erfüllung der zuletzt genannten Krite-
rien trotzdem noch lokal etwas verstärkte Einflüsse auftreten, was aber nur dann der Fall sein kann, 
wenn sich die Deformationsvorgängen lokal sehr unterschiedlich stark verteilen und entsprechend gro-
ße Inhomogenitäten in Bezug auf Verformungsgeschwindigkeiten vorhanden sind. Da diese Umstände 
bei den experimentell und numerisch untersuchten Problemen nicht vorliegen, ist das globale Kriterium 
für die Verifikation des viskosen Einflusses ausreichend. 
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3 Plastizitätsmodelle mit Verzerrungsgradienten 
Bei den meisten metallischen Werkstoffen sind die Bewegungen von Versetzungen der dominante Me-
chanismus für bleibende plastische Deformationen. Die Eigenschaft der Versetzungsbewegung kann auf 
der Mikroskala der Kristallebene mittels relativ einfacher und überschaubarer Theorien ausreichend gut 
quantitativ beschrieben werden (siehe Abschnitt 2.2.2.1). Die schwerpunkhaft in dieser Arbeit verwen-
dete Theorie mit der Bezeichnung „Mechanism Based Strain Gradient Plasticity Theory“ (Gao, Huang, 
Nix, & Hutchinson, 1999) verwendet einen Mehrskalenansatz. Das bedeutet, dass es sich bei dieser Vor-
schrift zwar um ein phänomenologisches Konstitutivgesetz der Kontinuumsmechanik handelt, das Mo-
dell aber selbst über Homogenisierungsansätze aus beschreibenden Ansätzen von Kristallzuständen auf 
der Mikroskala (siehe Abschnitt 2.3) abgeleitet worden ist. Dieses Modell steht in Beziehung zu klassi-
schen und rein phänomenologischen Konstitutivgesetzen der Kontinuumsmechanik. Zum besseren Ver-
ständnis ist es daher zweckmäßig diese Theorie im Kontext anderer Modelle zu betrachten, welche im 
Folgenden etwas näher vorgestellt und beschrieben werden. Dabei handelt es sich im Wesentlichen um 
die „Couple-Stress Theory“ (Fleck & Hutchinson, 1993) und um die „Strain Gradient Plasticity Theory“ 
(Fleck & Hutchinson, 1997), die mit der in dieser Arbeit angewendeten „Mechanism Based Strain Gradi-
ent Plasticity Theory“ eng in Zusammenhang stehen. Zudem werden in der „Mechanism Based Strain 
Gradient Plasticity Theory“ oftmals auf Größen und Ansätze zurückgegriffen, welche bereits in den bei-
den anderen Modellen eine zentrale Rolle spielen. 
Ausgangspunkt stellen die Theorien aus den 1960er Jahren des vorigen Jahrhunderts dar, in welchen 
erstmals im Rahmen elastischen Deformationsverhaltens sogenannte Gradientenmodelle von (Koiter, 
1960), (Koiter, 1964), (Toupin, 1962), (Mindlin, 1963), etc. eingeführt worden sind. 
Um eine übersichtliche und nachvollziehbare Darstellung der Zusammenhänge zwischen den Theorien 
zu geben, wurden in den nachfolgenden Abschnitten sämtliche Modelle im Rahmen kleiner Deformati-
onen formuliert. Dadurch sind nach dem Prinzip der materiellen Objektivität keine von der Konfigurati-
on unabhängigen Ratenformulierungen erforderlich, da die Referenz- und Momentankonfiguration zu-
sammenfallen. Daraus resultiert, dass keine objektiven Zeitableitungen nach Lie, Oldroyd, Jaumann, 
aber auch die bei finiten Element Programmen oft verwendeten Raten nach Green-Naghdi-McInnis 
(Doghri, 2000) oder Green-McInnis (Haupt, 2000), verwendet werden müssen (vgl. Abschnitt 2.1.4). 
Deshalb können die ratenabhängigen Formulierungen mittels objektiver Zeitableitungen direkt durch 
Differentiationen nach der Zeit ersetzt werden. Diese Vereinfachungen haben allerdings keine Auswir-
kungen auf die wesentlichen Ansätze bzw. Prinzipien innerhalb der Modelle die den Theorien zugrunde 
liegen, da in den Abschnitten hauptsächlich die Zusammenhänge sowie Unterschiede zwischen den Be-
schreibungsweisen hervorgehoben werden sollen. 
Der zentrale Aspekt aller in diesem Abschnitt vorgestellten Modelle ist durch die Versetzungsbeschrei-
bung in Zusammenhang mit den bei plastischen Deformationen vorliegenden Verzerrungen und insbe-
sondere mit den daraus resultierenden Verzerrungsgradienten gegeben. Dabei wird als grundlegende 
Größe die sogenannte Versetzungsdichte verwendet, welche im Abschnitt 2.2.2.1 eingeführt worden 
ist. Wie bereits erwähnt, werden plastische Verformungen bei Metallen meist hauptsächlich durch Be-
wegung der Versetzungen innerhalb eines Kristalls bzw. Korns ermöglicht, was aber nicht bedeutet, 
dass auch andere Mechanismen wie bspw. das Abgleiten von Korngrenzen usw. beteiligt sein können. 
Bei sehr kleinen Bauteilen, deren geometrische Ausdehnungen in Größenordnungen liegen, welche mit 
den Objektgrößen vergleichbar sind, die die Mikrostruktur des Werkstoffs determinieren, stellen Ver-
setzungsbewegungen den alles dominierenden Mechanismus dar. Da es sich bei den in dieser Arbeit 
untersuchten Strukturen um sehr dünne, nur wenige hundert Nanometer starke, metallische Schichten 
handelt, ist die plastische Deformation primär durch Versetzungsbewegungen im Kristall bestimmt, was 
in Übereinstimmung mit den eben erwähnten Voraussetzungen zur plastischen Deformation steht. 
Betrachtet man ein beliebiges Volumenelement, so ist der fundamentale Ansatz aller in diesem Ab-
schnitt vorgestellten Plastizitätsmodelle durch die Unterscheidung zwischen zwei Kategorien von Ver-
setzungsdichten in dem zu beschreibenden Bereich gegeben: 
I. Statistisch verteilte Versetzungsdichte   : Hierbei handelt es sich, wie der Name andeutet, um 
zufällig verteilte und aus dem Herstellungsprozess (Phasenübergang, Erstarrung, Wärmebe-
handlung, etc.) resultierende Versetzungen, die in praktisch jedem metallisch kristallin aufge-
bauten Material vorhanden sind. Stellt man sich einen idealen Zugversuch vor, so liegen in die-
sem Belastungsfall keinerlei Gradienten im plastischen Verzerrungsfeld vor, da das vorhanden 
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Verschiebungsfeld aufgrund der homogenen Belastung über den gesamten Bereich konstant 
ist. Dennoch verformt sich der Körper ab einer bestimmten Belastungsgrenze plastisch, was 
durch die Bewegung der vorhandenen statistisch verteilten Versetzungen ermöglicht wird. Da 
bei steigender plastischer Deformation und bei gleichzeitig verfestigendem Materialverhalten 
eine wachsende Anzahl von Versetzungen bewegt werden müssen, ist es naheliegend, die sta-
tistisch verteilte Versetzungsdichte    durch die 2. Invariante des Deviators vom infinitesimalen 
Verzerrungstensor     (Rel. 2-14) zu quantifizieren (von Mises Verzerrungsinvariante). Dieser 
Ansatz ist auch als die Berechnung einer skalaren effektiven Verzerrung aus der zugeordneten 
tensoriellen Größe     interpretierbar, wobei diese effektive Größe wiederum der statistisch 
verteilten Versetzungsdichte    zugeordnet wird: 
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         (Rel. 3-1) 
Diese Annahme wird dadurch weiter gestützt, dass bei verfestigendem Materialverhalten für 
jede zusätzlich zu bewegende Versetzung die äußere Belastung erhöht werden muss, da die zur 
Versetzungswanderung notwendige Schubspannung fix durch das Taylor Modell (vgl. Abschnitt 
2.2.2.1 „Versetzungen“) vorgegeben ist.  
Bei dem in der Praxis zumeist beobachtbaren inkompressiblen plastischen Materialverhalten 
kann der zur Bestimmung der 2. Invarianten verwendete Verzerrungsdeviator    
  durch den 
Verzerrungstensor     ersetzt werden. 
II. Geometrisch notwenige Versetzungsdichte   : Diese Kategorie der Versetzungsdichte kann di-
rekt den Gradienten der plastischen Verzerrungen zugeordnet werden. Um Änderungen im 
kontinuierlichen plastischen Verzerrungsfeld innerhalb der diskreten Kristallstruktur des Metalls 
aufzunehmen, ist offensichtlich eine entsprechende Anzahl von Versetzungen notwendig, wes-
halb die einleitende Aussage unmittelbar einsichtig sein sollte. Die im betrachteten Volumen 
notwenige Versetzungsanzahl ist wiederum mit der geometrisch notwendigen Versetzungsdich-
te    verknüpft (vgl. Abschnitt 2.2.2.1). Die aus den vektoriellen Deformationen resultierenden 
Verdrehungen bzw. Rotationen (Winkel )    sind mittels des räumlichen Rotationsoperators 
         ⁄  determinierbar: 
    
 
 
      
   
   
 (Rel. 3-2) 
Aus Gleichung (Rel. 3-2) kann gefolgert werden, dass es zweckmäßig ist den Verschiebungsvek-
tor für die Quantifizierung der (Ver)Drehwinkel zu verwenden, da dieser noch sämtliche Starr-
körperrotationen bzw. Starrkörperverschiebungen enthält. Da nach den vorherigen Ausführun-
gen die geometrisch notwendigen Versetzungen bzw. deren Dichten mit dem plastischen Ver-
zerrungen in engem Zusammenhang stehen, ist es naheliegend den räumlichen Gradienten der 
(Ver)Drehwinkel    (Rel. 3-2) zu bilden, welcher wiederum eine direkte mathematische Verbin-
dung zum symmetrischen infinitesimalen Verzerrungstensor     (Rel. 2-14) herstellt: 
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 (Rel. 3-3) 
Die eingeführte Größe (Rel. 3-3) stellt die auf eine Bogenlänge bezogene Änderung der Rotatio-
nen   , also den infinitesimalen Krümmungstensor    , dar. Da die Rotationen    bereits erste 
räumliche Ableitungen des Verschiebungsfeldes beinhalten (Rel. 3-2), weist der Gradient der so 
dargestellten (Ver)Drehwinkel, also des infinitesimalen Krümmungstensors    , offensichtlich 
zweite räumliche Ableitungen des vektoriellen Deformationsfeldes auf. Diese können als ein 
Maß für (plastische) Verzerrungsgradienten angesehen werden, die den geometrisch notwen-
digen Versetzungen einleitend zugeordnet worden sind. Da es sich bei Versetzungsdichten um 
skalare Größen handelt, ist es naheliegend einen effektiven Verzerrungsgradienten bzw. eine 
effektive Krümmung zu definieren, um so die Verbindung zur geometrisch notwendigen Verset-
zungsdichte    herzustellen. Hierfür wird analog zu (Rel. 3-1) die 2. Invariante des – bereits 
durch seine Struktur von sich aus deviatorischen (Beweis siehe (Rel. 3-5)) – infinitesimalen 
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Krümmungstensor     (Rel. 3-3) zur repräsentativen skalaren Quantifizierung der geometrisch 
notwendigen Versetzungsdichte    herangezogen (von Mises Krümmungsinvariante): 
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         (Rel. 3-4) 
Zudem sind die (Ver)Drehwinkel    über den räumlichen Rotationsoperator          ⁄  des 
vektoriellen Verschiebungsfeldes    definiert, was als Konsequenz zur Folge hat, dass der infini-
tesimale Krümmungstensor     eine unsymmetrische deviatorische Größe darstellt, da im All-
gemeinen die Divergenz (     ⁄ ) der Rotation eines Vektorfeldes null ist: 
     
   
   
 
 




      
   




      
    
      
        
    
   
 (Rel. 3-5) 
Anders ausgedrückt muss die Spur eines deviatorischen Tensors 2. Stufe stets verschwinden, 
was in (Rel. 3-5) am infinitesimalen Krümmungstensor     dargestellt ist. Damit ist gezeigt, dass 
der Devator des infinitesimalen Krümmungstensors     durch diesen selbst ersetzt werden 
kann, da nach (Rel. 3-5) offensichtlich die Beziehung 
        
      
 
 
         (Rel. 3-6) 
gilt. 
Damit sind die beiden Kategorien von Versetzungsdichten und deren Verknüpfungen zu tensoriellen 
kontinuumsmechanischen Feldgrößen ausreichend dargestellt und es kann auf die Zusammenführung 
der beiden Größen zu einer Gesamtversetzungsdichte   übergegangen werden. Ein wesentlicher Punkt 
ist durch die Verknüpfung   des infinitesimalen Verzerrungstensors     (bzw. dessen Deviator    
 ) und 
des infinitesimalen Krümmungstensors     gegeben, da beide Größen jeweils der statistisch verteilten 
(  ) und geometrisch notwendigen (  ) Versetzungsdichte zugeordnet sind und diese Versetzungsdich-
ten quantifizieren. Die Verknüpfungsfunktion     ̂ beschreibt naheliegenderweise die gesamte Ver-
setzungsdichte   des betrachteten Bereichs. Da in der Verknüpfungsfunktion  ̂ die dimensionslose Grö-
ße der Verzerrung     mit der längenbezogenen Größe der Krümmung     verbunden wird, ist es erfor-
derlich und sinnvoll eine dem Material angepasste intrinsische Länge   einzuführen, welche die Krüm-
mungen     in dimensionslose Größen überführen. Sie sind dann mit den dimensionslosen Verzerrun-
gen     in elementarer Weise verknüpfbar und können so die gesamte Versetzungsdichte   quantifizie-
rend beschreiben. Es wäre auch ein analoger Ansatz denkbar, bei dem die dimensionslosen Verzerrun-
gen     auf eine intrinsischen Länge bezogen werden und die so erhaltenen Größen mit den längenbe-
zogenen Krümmungen     auf einfache Weise zu verknüpfen, wobei die daraus resultierenden Werte 
offensichtlich wiederum die gesamte Verzerrungsdichte   quantifizierend beschreiben: 
     ̂(         ) (Rel. 3-7) 
Damit sind die wesentlichen Gemeinsamkeiten der in diesem Abschnitt vorgestellten Gradientenmodel-
le angeführt. Die hauptsächlichen Unterschiede in den Modellen sind durch folgende Eigenschaften 
charakterisiert: 
I. Die Art der Verknüpfungsfunktion von      ̂ kann einerseits mehr makroskopisch phäno-
menologisch oder aber andererseits rein mikromechanisch, aus Modellen des Kristallsystems 
(bspw. Ansätze zu Beschreibung von Versetzungsbewegung durch Taylormodell, Peach-Köhler-
Kraft, etc. siehe Abschnitt 2.2), motiviert sein. 
II. Die Verwendung der Erhaltungsgleichungen hinsichtlich Impuls- und Drehimpulsbilanz stellt ein 
weiteres Unterscheidungsmerkmal dar. 
III. Die Notwendigkeit eines mehrskaligen Modellansatzes ist bei mikromechanisch motivierten 
Gradientenmodellen ebenfalls ein Unterscheidungsmerkmal, da bei phänomenologischen An-
sätzen diese Technik nicht verwendet werden muss. 
Abschließend bleibt noch zu erwähnen, dass auf die ersten fundamentalen Arbeiten zu gradientenba-
sierten Theorien von (Koiter, 1960), (Koiter, 1964), (Toupin, 1962), (Mindlin, 1963) nicht näher einge-
gangen wird, da diese sich nur auf rein elastisches Materialverhalten beziehen und zudem den Rahmen 
dieser Arbeit sprengen würden. Stattdessen werden aus der Vielzahl von Gradiententheorien der Plasti-
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zität nur die 3 wichtigsten Modelle vorgestellt, wobei diese Beschreibungen aber die Ansätze enthalten, 
die in verschiedensten Formen in der großen Anzahl anderer Modelle immer wieder vorzufinden sind. 
3.1 Couple-Stress Theory 
Die sogenannte „Couple-Stress Theory“ stellt im Gegensatz zur klassischen Beschreibung zwar eine 
formal konsequente jedoch naheliegende Erweiterung dar. Bei dieser Verallgemeinerung wird jedem 
gerichteten Oberflächenelement mit der infinitesimalen Fläche    zu der üblicherweise vorhandenen 
Kraft-   bzw. dessen zugeordnetem Spannungsvektor    
           (Rel. 3-8) 
ein Moment-   mit assoziiertem Momentenspannungsvektor    
           (Rel. 3-9) 
zugewiesen. Führt man den zu jedem Oberflächenelement zugeordneten Einheitsnormalvektor    ein, 
so kann gezeigt werden, dass der dem Spannungsvektor    zugeordnete Spannungstensor     nicht 
mehr symmetrisch sein kann, weshalb man diese Größe     
              mit  
     
 
 
 (       )
     
 
 
 (       )
 (Rel. 3-10) 
in einen symmetrischen Anteil    sowie antisymmetrischen Anteil     aufspaltet. Die Größe     stellt 
hierin den in der klassischen Theorie bekannten Cauchyschen Spannungstensor dar: 
            (       )     (Rel. 3-11) 
In formal analoger Weise kann der Momentenspannungstensor     bezüglich des Momentenspan-
nungsvektors    eingeführt werden: 
            (Rel. 3-12) 
Die englische Bezeichnung für den Momentenspannungstensor    lautet „couple stress tensor“ und 
gibt dieser verallgemeinerten Theorie auch den Namen. In ähnlicher Weise kann die Größe     in einen 
hydrostatischen  ̃   und deviatorischen        
  Anteil wie folgt additiv zerlegt werden: 
  ̃    
 
 
          sowie          
       
 
 
              ̃   (Rel. 3-13) 
Es kann gezeigt werden, dass der hydrostatische Anteil  ̃   des Momentenspannungstensor     keinen 
Einfluss auf die Feld- bzw. Erhaltungsgleichungen, wie bspw. der Impuls- oder Drallbilanz, hat (Koiter, 
1964). Deshalb kann zweckmäßigerweise der Momentenspannungstensor     durch seinen deviatori-
schen Anteil        
  ersetzt werden. 
    
          (Rel. 3-14) 
Somit kann das Kräftegleichgewicht in Form der Impulserhaltung 
 
    
   
 
    
   
    (Rel. 3-15) 
sowie das Momentengleichgewicht in Form der Drallerhaltung 
      
 
 
      
    
   
 (Rel. 3-16) 
formuliert werden, wobei die Volumenkräfte sowie die in dieser Theorie neu hinzukommenden Volu-
menmomente hier nicht berücksichtigt sind. Aus (Rel. 3-16) ist ersichtlich, dass für einen bekannten an-
tisymmetrischen Anteil     des Spannungstensors     die Verteilung des deviatorischen Anteils des 
Momentenspannungstensors        
  und aufgrund von (Rel. 3-14) der „couple stress tensor“     be-
kannt ist. 
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Für die Formulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen sind noch die konjugierten Größen zum 
Momentenspannungstensor     einzuführen. Da Momente eng mit rotierenden Bewegungen verknüpft 
sind, ist es nachvollziehbar die Momente mit den aus dem Verschiebungsfeld resultierenden (Ver-
)Drehwinkeln aus (Rel. 3-2) definierend in Verbindung zu bringen. 
Für die einleitend erwähnten Beschränkungen auf kleine Deformationen kann die Winkelgeschwindig-
keit durch elementare Zeitableitung der Verdrehungen ermittelt werden. 
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 (Rel. 3-17) 
Daraus kann die Bilanz der Spannungsleistung  ̇ eines beliebigen Volumenelements    formuliert wer-
den. Die während eines Zeitinkrements an einem beliebigen Volumen   verrichtete Arbeit entspricht 
der Leistung, welche durch die äußeren Kraft- und Momentenspannungen an der Oberfläche      
verrichtet wird (Bilanz der Spannungsleistung): 
 ∫  ̇    ∫ (    ̇      ̇ )     ∫ (    ̇      ̇ )    (Rel. 3-18) 
Mit dem Gaußschen Integralsatz (bzw. Divergenztheorem) lässt sich obige Beziehung (Rel. 3-18) in fol-
gende Form umwandeln 
 ∫  ̇    ∫ (    ̇      ̇ )    ∫ (      ̇       ̇  )    (Rel. 3-19) 
worin der infinitesimale symmetrische Verzerrungstensor     die konjugierte Größe zum symmetrischen 
Cauchyschen Spannungstensor     ist. In analoger Weise stellt der infinitesimale Krümmungstensor     
die konjugierte Größe zum Momentenspannungstensor    dar. 
Aus (Rel. 3-3) und (Rel. 2-14) ist ersichtlich, dass die (infinitesimale) Krümmung     über das vektorielle 
Verschiebungsfeld    verknüpft ist, wodurch zum (infinitesimalen) Verzerrungstensor     ein Zusam-
menhang besteht. 
Streng genommen ist die Bilanzgleichung (Rel. 3-18) bzw. (Rel. 3-19) nur für inkompressible Materialien 
gültig. Das ist für metallische bzw. plastisch deformierte Materialien auch weitestgehend erfüllt ist, da 
bei Volumenerhaltung die Äquivalenz 
       ̇        ̇  (Rel. 3-20) 
gilt, wobei die Größe     den deviatorischen Anteil 
  ̃    
 
 
          sowie          
       
 
 
              ̃   (Rel. 3-21) 
des Cauchysche Spannungstensors     repräsentiert. Für kompressible Werkstoffe ist der Cauchysche 
Spannungstensor     durch seinen Deviator     in (Rel. 3-18) bzw. (Rel. 3-19) zu ersetzen, wobei der 
Momentenspannungstensor     bereits in (Rel. 3-16) durch seinen deviatorischen Anteil     
      sub-
stituiert werden konnte. Daraus resultierend, kann die Erhaltungsgleichung (Rel. 3-19) für kompressible 
Materialien wie folgt 
 ∫  ̇    ∫ (    ̇      ̇ )    ∫ (      ̇       ̇  )    (Rel. 3-22) 
umgeschrieben werden. 
Damit sind im Wesentlichen die Kinematik und Bilanzgleichungen für die „Couple-Stress Theory“ darge-
stellt und es können die eigentlich charakterisierenden Ansätze bezüglich der Versetzungsdichte(n) zu 
diesem Modell beschrieben werden. 
Ein wesentlicher Ansatzpunkt in dieser Theorie ist durch die spezielle Form der Verknüpfungsfunktion  ̂ 
(Rel. 3-7) gegeben, welche die phänomenologisch kinematischen Größen zur Quantifizierung der ge-
samten Versetzungsdichte   verwendet (siehe Einleitung in diesem Abschnitt): 
     ̂(         )   √  
       
    
 
 
    
     
     
 
 
         (Rel. 3-23) 
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Aus (Rel. 3-23) ist ersichtlich, dass die effektive Krümmung (   ) mit der charakteristischen intrinsi-
schen Länge   multiplikativ verknüpft ist, um eine zum effektiven Verzerrungstensor (   ) konsistente 
Größe zu generieren, wodurch dann eine additive Verknüpfung beider Felder möglich ist. Dies ent-
spricht im Wesentlichen der Tatsache, dass die gesamte Versetzungsanzahl gleich der Summe aus den 
statisch verteilten und geometrisch notwendigen Versetzungen ist. Unter der charakteristischen intrin-
sischen Länge   kann man sich die im Mittel frei zur Verfügung stehende Weglänge vorstellen, die eine 
Versetzung für ihre Bewegung in Bezug zu seinen Nachbarn hat. Damit kann diese Größe   auch als mitt-
lerer Abstand von statistisch verteilten Versetzungen untereinander interpretiert werden. Außerdem 
sei noch darauf verwiesen, dass die Verknüpfungsfunktion    ̂ zwar die gesamte Versetzungsdichte 
     ̂ quantifiziert, gleichzeitig aber auch als effektive Gesamtverzerrung interpretiert werden 
kann, die sich aus dem Verschiebungsfeld resultierenden translatorischen und rotatorischen Verzerrun-
gen zusammensetzt. 
Einen weiteren zentralen Ansatzpunkt dieser Theorie stellt die Annahme der Existenz einer freien Ener-
giedichtfunktion    ̂ in Abhängigkeit der effektiven Gesamtverzerrung    ̂ dar, 
     ̂ ( ̂(         ))   ̂( ) (Rel. 3-24) 
wobei in alternativer Betrachtungsweise die Abhängigkeit dieser freien Energiedichtfunktion auch von 
der gesamten Versetzungsdichte      ̂ interpretierbar ist. An dieser Stelle sei explizit darauf hin-
gewiesen, dass dieser Ansatz für dieEnergiedichtefunktion rein phänomenologischer Natur ist, und in 
der Kontinuumsmechanik ein bewährtes und übliches Vorgehen darstellt. Keiner der in dieser Theorie 
verwendeten Ansätze resultiert streng genommen aus einem mikrostrukturell motivierten Modell, 
weshalb diese Theorie als eine rein phänomenologische Beschreibung angesehen werden muss, obwohl 
naheliegende Verbindungen zwischen infinitesimalen Verzerrungen bzw. Krümmung in Bezug zu den 
vorliegenden Kategorien von Versetzungsdichten vorhanden sind. 
Die virtuelle Arbeit    kann aus den kompatiblen virtuellen Deformationen     bzw. den direkt ver-
knüpften virtuellen (Ver)drehwinkeln     
      
 
 
      
    
   
 (Rel. 3-25) 
und den daraus resultierenden virtuellen infinitesimalen Verzerrungsmaßen      bzw. Krümmungen 
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 (Rel. 3-26) 
zusammen mit den zugeordneten konjugierten deviatorischen Kraft-     bzw. Momentenspannungs-
größen    wie folgt ausgedrückt werden: 
                      (Rel. 3-27) 
Diese Bilanzgleichung (Rel. 3-27) ist auch über die 1. Variation der Energiedichtefunktion    ̂ be-
züglich der zu den Spannungen     bzw.    konjugierten infinitesimalen Verzerrungsgrößen     bzw. 
    herleitbar, wobei der in (Rel. 3-23) und (Rel. 3-24) angegebene Parameter   als eine Materialkon-
stante zu interpretieren ist. Zudem sei an dieser Stelle noch darauf verwiesen, dass der infinitesimale 
Krümmungstensor     ebenfalls explizit von dem infinitesimalen Verzerrungstensor     abhängt, wes-
halb bei der analytischen Berechnung der 1. Variation der Energiedichtefunktion    ̂ einzig der in-
finitesimale Verzerrungstensor     als unabhängige funktionale Variable anzusehen bzw. zu variieren ist: 
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 (Rel. 3-28) 
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Durch einen Vergleich der Koeffizienten von (Rel. 3-27) mit (Rel. 3-28) bezüglich der Variationen der 
konjugierten infinitesimalen kinematischen Größen      bzw.      können die Bestimmungsgleichun-
gen des Kraft- und Momentenspannungstensors     bzw.    ermittelt werden. 





    





    
 (Rel. 3-29) 
In diesem Zusammenhang ist es zweckmäßig bezüglich der effektiven Gesamtverzerrung    ̂, die 
auch als gesamte Versetzungsdichte      ̂ interpretierbar ist, eine konjugierte Spannungsgröße   
zu definieren, deren Bestimmungsgleichung 
    
  
  
 (Rel. 3-30) 
bereits in (Rel. 3-29) enthalten ist. Diese konjugierte Spannungsgröße   kann als eine Art Fließspannung 
interpretiert werden, da diese unmittelbar mit der konjugierten effektiven Gesamtverzerrung    ̂ in 
Zusammenhang steht, wobei diese Größe wiederum als gesamte Versetzungsdichte      ̂ inter-
pretierbar ist. D. h., dass mindestens die durch (Rel. 3-30) definierte Fließspannung   aufgebracht wer-
den muss, um ein Kollektiv von Versetzungen, welche durch die Größe      ̂ determiniert ist, im 
betrachteten Volumen zu bewegen. 
Unter Verwendung von (Rel. 3-1) und (Rel. 3-4) können die in (Rel. 3-29) determinierten Kraft- und 
Momentenspannungstensoren durch Substitution analytisch berechnet werden: 






         
 
 
    
 
 
     (Rel. 3-31) 
Motiviert aus der Definition der 2. Invarianten des deviatorischen Kraft- (   ) und Momentenspan-
nungstenors (   ) können die zugehörigen skalaren effektiven „von Mises“-Vergleichsspannungen 
     √
 
 
            √
 
 
         (Rel. 3-32) 
eingeführt werden. Dadurch ist es wiederum mit Hilfe der Definitionsgleichungen für die effektive Ge-
samtverzerrung (Rel. 3-23) sowie den Kraft- (   ) und Momentenspannungstensor (   ) (Rel. 3-29) 
möglich, die Fließspannung   (Rel. 3-30) als Funktion der eben eingeführten effektiven Spannungsgrö-
ßen (Rel. 3-32) auszudrücken: 
      
        
  (Rel. 3-33) 
Damit sind die wesentlichen Aspekte dieser Theorie beschrieben, wobei nochmals darauf verwiesen 
werden soll, dass hier nur 2. Invarianten der infinitesimalen Verzerrungsgrößen und deren Gradienten 
in Form der Krümmung sowie die dazu konjugierten Kraft- und Momentenspannungen im Rahmen iso-
troper Verfestigung verwendet wurden. 
3.2 Strain Gradient Plasticity 
Die „Strain Gradient Plasticity“ Theorie stellt in Bezug auf die im letzten Abschnitt 3.1 vorgestellte 
„Couple-Stress Theory“ insofern eine Verallgemeinerung dar, als diese nicht nur die 2. Invariante, son-
dern alle quadratischen Invarianten des Verzerrungsgradienten     , 
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      (Rel. 3-34) 
welche die Krümmungen quantifizieren, berücksichtigt. Ein weiterer Unterschied zur „Couple-Stress 
Theory“ folgt aus der direkten Verwendung des Verzerrungsgradiententensors 3. Stufe     , anstatt des 
infinitesimalen Krümmungstensors 2. Stufe    . Letztgenannter enthält den Verzerrungsgradienten 
zwar auch, stellt jedoch wegen der doppelten Indexverknüpfung mit dem antisymmetrischen Epsilon-
Tensor      (Permutationssymbol bzw. Levi-Civita-Symbol) eine tensorielle Größe der Stufe 2 dar. Aus 
diesem Grund muss dem Verzerrungsgradiententensor      eine konjugierte Spannungsgröße 3. Stufe 
(Spannungstensor höherer Ordnung)      zugeordnet werden, um das Prinzip der virtuellen Arbeit    
(Rel. 3-36) für beliebige aber kompatible virtuelle Verschiebungen     
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 (Rel. 3-35) 
formulieren zu können: 
                        (Rel. 3-36) 
Spannungstensoren höherer Ordnung wurden bereits in den 60er Jahren des vorigen Jahrhunderts im 
Rahmen einer verallgemeinerten Elastizitätstheorie von (Toupin, 1962), (Mindlin, 1963), (Mindlin, 
1964), (Mindlin, 1965) eingeführt, wobei in diesem Zusammenhang auch ein allgemeines Konzept zur 
Darstellung und Behandlung dieser Größen entwickelt wurde. Auf eine vollständige Herleitung bezüg-
lich der notwendigen Einführung von Spanungstensoren höherer Ordnung (    ) soll hier verzichtet 
werden, und nur auf die entsprechenden Fundamentalarbeiten der genannten Autoren verwiesen wer-
den. 
Analog zum vorigen Abschnitt 3.1 wird eine spezielle Form der Verknüpfungsfunktion  ̂ (Rel. 3-7) bzw. 
(Rel. 3-33) eingeführt, welche die kinematischen Größen zur Quantifizierung der gesamten Verset-
zungsdichte   verwendet (siehe auch die Einleitung zu diesem Kapitel): 
     ̂(          )   √  
       
  (Rel. 3-37) 
In (Rel. 3-37) gelten die analogen Interpretationen bezüglich der Zuordnung der statistisch verteilten 
bzw. geometrisch notwendigen Versetzungsdichten in Relation zu den skalaren bzw. effektiven Defor-
mationsgrößen    und   , wobei in der „Strain Gradient Plasticity Theory“ der effektive Verzerrungs-
gradient    die Rolle der effektiven infinitesimalen Krümmung aus der „Couple-Stress Theory“ über-
nimmt. Ebenso kann wie in Abschnitt 3.1 die spezielle Form der Verknüpfungsfunktion (Rel. 3-37) auch 
hier als eine effektive Gesamtverzerrung    ̂ angesehen werden, was für die Einführung eines Poten-
zials in Form der Energiedichtefunktion    ̂ wesentlich ist. 
Um detailliertere Aussagen zur Darstellung des effektiven Verzerrungsgradienten    zu geben, müssen 
einige elementare Zerlegungen zum Verzerrungsgradiententensor 3. Stufe      eingeführt werden. 
Der symmetrische und antisymmetrische Anteil von      kann aufgrund der Eigenschaften rotierender 
Indexpermutationen in Analogie zu Tensoren 2. Stufe durch 
     
   
 
 
 (              )     
            
  (Rel. 3-38) 
definiert werden, wobei für den symmetrischen Anteil analogerweise     
      
      
  gilt. Des Wei-
teren kann der Verzerrungsgradiententensor 3. Stufe      in Analogie zu den Definitionen von Tensoren 
2. Stufe in einen hydrostatischen sowie deviatorischen Anteil 
  ̃     
 
 
 (                 )     
         ̃    (Rel. 3-39) 
additiv zerlegt werden, wobei für den hydrostatischen Anteil  ̃     ̃    und  ̃         gilt. Außerdem 
ist der Deviator des Verzerrungsgradiententensor      orthognal zu seinem hydrostatischen Anteil, was 
durch 
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 (                 ) (Rel. 3-40) 
formulierbar ist und als eine zentrale Eigenschaft angesehen werden kann, sowie den eigentlichen 
Grund für diese additive Zerlegung darstellt. Als weitere wichtige Zerlegung des Verzerrungsgradienten-
tensors      in Bezug zur Definition des effektiven Verzerrungsgradienten    ist eine additive Darstel-
lung 
     
  ∑     
( )   
        
( )      
( )      
( )  (Rel. 3-41) 
des deviatorischen Anteils von      (also     
 ) durch 3 unterschiedliche deviatorische Summanden     
( )   
(     ) die zudem paarweise aufeinander orthogonal sind: 
     
( )       
( )         {     }      (Rel. 3-42) 
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Die explizite Darstellung dieser 3 Anteile wurde von (Smyshlyaev & Fleck, 1996) vorgeschlagen bzw. 
hergleitet 
 
    
( )      
   
 
 
 (        
           
           
  )
    
( )  
 
 
 (              
                
        
      
      
 )
    
( )  
 
 
 (               
                
        
      
      
 )  
          
 
 
 (        
           
           
  )
 (Rel. 3-43) 
und hat sich für die weitere Entwicklung der „Strain Gradient Plasticity Theory“ als sehr zweckmäßig 
erwiesen. Mit diesen Definitionen kann der effektive Verzerrungsgradient    unter Bezug auf (Rel. 3-37) 
eingeführt werden, für welchen üblicherweise zwei äquivalente Darstellungsformen Verwendung fin-
den. Die ursprünglich eingeführte Formulierung verwendet nur den Deviator des Verzerrungsgradien-
tentensors und kann wie folgt angeschrieben werden: 
       
         
      
         
      
         
      
  (Rel. 3-44) 
Die zweite Formulierung greift auf die additive Zerlegung des Deviator des Verzerrungsgradiententen-
sors (Rel. 3-41) sowie (Rel. 3-43) zurück: 
       
    
      
( )      
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( )      
( )    
      
( )      
( )  (Rel. 3-45) 
Sie ist für die meisten Anwendungsfälle die zweckmäßigere Darstellung, wobei die beiden Formen inei-
nander überführbar sind: 
   
         
     
 
 




       
 
 
    (Rel. 3-46) 
Um eine Verbindung zur „Couple-Stress Theory“ herzustellen, müssen noch die quadratischen Invarian-
ten des deviatorischen infinitesimalen Krümmungstensors    
  durch den Deviator des Verzerrungsgra-
diententensors     
  ausgedrückt werden. Dafür eignet sich ebenfalls wieder die in (Rel. 3-41) sowie 
(Rel. 3-43) eingeführte additive Zerlegung des deviatorischen Verzerrungsgradiententensors. An dieser 
Stelle sei noch darauf verwiesen, dass der Deviator des infinitesimalen Krümmungstensors    
  identisch 
mit dem infinitesimalen Krümmungstensor     ist, was durch (Rel. 3-5) bzw. (Rel. 3-6) gezeigt wurde. 
Außerdem ist in der „Couple-Stress Theory“ nur eine einzige quadratische Invariante der Form    
     
  
verwendet worden um die effektive Krümmung    durch (Rel. 3-4) zu bestimmen (von Mises Krüm-
mungsinvariante). Die Überführung der Invarianten des deviatorischen Verzerrungsgradiententensors 
in die des infinitesimalen Krümmungstensors kann nun wie folgt angegeben werden 
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 (Rel. 3-47) 
wobei die Invertierung dieser linearen Beziehung (Rel. 3-47) durch 
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 (Rel. 3-48) 
gegeben ist. Damit kann der effektive Verzerrungsgradient    (Rel. 3-45) durch die Beziehung 
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  (Rel. 3-49) 
ausgedrückt werden, welche nun auch den infinitesimalen Krümmungstensor        
  enthält, 
wodurch eine Verbindung zur „Couple-Stress Theory“ gegeben ist. Um die reformulierte Beziehung (Rel. 
92 Strain Gradient Plasticity 
3-49) des effektiven Verzerrungsgradienten   , der die geometrisch notwendige Versetzungsdichte    
repräsentiert, in die Bestimmungsgleichung (Rel. 3-23) der „Couple-Stress Theory“ überzuführen, müs-
sen die konstanten Vorfaktoren, welche intrinsische Längen    enthalten, entsprechend determiniert 
bzw. durch die intrinsische Länge   parametrisiert werden. Resultierend aus dem eben beschriebenen 
Vorgehen kann die generalisierte Bestimmungsgleichung des effektiven Verzerrungsgradienten    (Rel. 
3-49) der „Strain Gradient Theory“ durch folgende, mittels   parametrisierten Koeffizientenwahl 
        
 
 
     √
 
  
    (Rel. 3-50) 
in die Darstellung (Rel. 3-23) der „Couple-Stress Theory“ übergeführt werden. Wie aus (Rel. 3-23) und 
(Rel. 3-49) zusammen mit (Rel. 3-50) ersichtlich ist, werden im Rahmen der „Couple-Stress Theory“ nur 
die durch den Verzerrungsgradienten hervorgerufene Rotationen, nicht aber die aus ihm resultierenden 
Längenänderungen, die den Dehnungen entsprechen, berücksichtigt. An diesem Punkt setzt die verall-
gemeinerte „Strain Gradient Theory“ an, da diese mehrere Invarianten des Verzerrungsgradiententen-
sors      in seiner effektiven Größe    beinhaltet und dadurch sowohl verdrehungsbezogene als auch 
längenänderungsbezogene Deformationszustände abbilden kann. Ein zentraler Unterschied in der 
„Strain Gradient Theory“ zur „Couple-Stress Theory“ ist somit in der Wahl der Koeffizienten zur Ermitt-
lung des effektiven Verzerrungsgradienten    gegeben, der gleichzeitig zur quantitativen Repräsentati-
on der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte    dient, wobei die Koeffizienten durch an Versu-
che angepasste Modellrechnungen zu ermitteln sind. Die wesentlichen Belastungstests zur Anpassung 
dieses Modellansatzes sind Experimente durch Mikro- oder Nanoindentation (Nix, 1997) (Ma & Clarke, 
1995), Biegung (Stolken & Evans, 1998) und Torsion (Fleck, Muller, Ashby, & Hutchinson, 1994). In den 
unterschiedlichen Varianten der „Strain Gradient Theory“ sind die folgenden, durch die charakteristi-
sche intrinsische Länge   parametrisierten Koeffizienten 
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    (Rel. 3-51) 
von den Autoren des Gradientenplastizitätsmodells vorgeschlagen worden, wobei je nach Belastungsart 
für den 1. Koeffizienten auch        ⁄  empfohlen wird (Begley & Hutchinson, 1998). 
Analog zur „Couple-Stress Theory“ wird auch im Rahmen der „Strain Gradient Theory“ eine Energie-
dichte    ̂    ̃ als Funktion der effektive Gesamtverzerrung    ̂ (Rel. 3-37) eingeführt (Ver-
knüpfungsfunktion), 
     ̂( )   ̂ ( ̂(          ))    ̃(          )    (Rel. 3-52) 
um damit die Spannungstensoren     (höherer Ordnung     ) durch entsprechende partielle Ableitun-
gen nach den kinematischen Verzerrungsgrößen     und      bestimmen zu können. In (Rel. 3-52) ist die 
intrinsische Länge wiederum als konstanter Materiaparameter anzusehen. Führt man an dieser Ener-
giedichtefunktion (Rel. 3-52) die erste Variation bezüglich des Verschiebungsvektors   , der als alleinige 
unabhängige Größe angesehen werden kann, durch, so folgt der Ausdruck 





    
      
  
     
      ) (Rel. 3-53) 
Dabei wurde hier für die partielle Ableitung der freien Energiedichtefunktion    ̂ nach der effekti-
ve Gesamtverzerrung    ̂ (Term     ⁄ ) aus rechentechnischen Gründen keine konjugierte skalare 
Spannung   eingeführt, wie dies im Abschnitt 3.1 zur „Couple-Stress Theory“ noch erfolgte. Daraus fol-
gernd kann die 1. Variation durch den Ausdruck 
    




    
      




     
       
  
    
      
  
     
       (Rel. 3-54) 
angeschrieben werden und mit der (Rel. 3-36) ein Koeffizientenvergleich bezüglich der virtuellen kine-
matischen Größen durchgeführt werden, woraus die Bestimmungsgleichungen 
     
  
    
 
 ̃(        )
    
     
  
     
 
 ̃(        )
     
 (Rel. 3-55) 
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für die Spannungstensoren     und      resultieren. Bei der Verwendung einer deformationstheoreti-
schen Beschreibung kann die freie innere Energiedichtefunktion in Analogie zum Potenzansatz nach 
Ludwik zur Beschreibung der Fließspannung in folgender Form angeschrieben werden 
     ̂( )   
 
   




   
   ̂ ( ̂(          ))    ̃(          ) (Rel. 3-56) 
wobei es sich gezeigt hat, dass dieses Modell eine sehr gute Approximation für praktische Anwendungs-
fälle (speziell bei Indentationsvorgängen) darstellt. Die Größen   ,    und    in (Rel. 3-56) sind als kon-
stante Materialparameter anzusehen, welche dieselbe Bedeutung aufweisen wie beim ursprünglich Po-
tenzansatz nach Ludwik (bspw. Verfestigungsexponent  ). Damit sind die kinematischen sowie die zu-
geordneten konjugierten Spannungsgrößen definiert und es kann die Impulserhaltungsgleichung inner-
halb der „Strain Gradient Theory“ angeschrieben werden, auf deren detaillierte Herleitung hier verzich-
tet wird: 
 
    
   
 
      
      
    (Rel. 3-57) 
Volumenkräfte und Massenträgheitskräfte sind darin unberücksichtigt, womit die Impulsbilanz eine 
quasistatische Form besitzt. Die Drehimpulserhaltung ist in dieser Bilanzgleichung (Rel. 3-57) bereits 
enthalten und somit identisch erfüllt. Abschließend soll noch nochmals auf die Verbindung der „Strain 
Gradient Theory“ zur „Couple-Stress Theory“ etwas genauer eingegangen werden, wobei nun die Über-
führung der Spannungsgrößen hervorgehoben werden sollen. 
Durch die Definitionen der symmetrischen und antisymmetrischen Anteile von Tensoren 3. Stufe, siehe 
(Rel. 3-38), kann der Zusammenhang zwischen den von sich aus bereits deviatorischen infinitesimalen 
Krümmungstensor        
 , siehe (Rel. 3-5), und den antisymmetrischen Anteil des Verzerrungsgradi-
ententensor     
  wie folgt 
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          (Rel. 3-58) 
hergeleitet werden. Die Invertierung dieses Zusammenhangs (Rel. 3-58) kann ebenfalls einfach berech-
net werden, woraus sich die Darstellung 
     
 
 
          
  (Rel. 3-59) 
für den infinitesimalen Krümmungstensor     in Abhängigkeit des antisymmetrischen Anteils des Ver-
zerrungsgradiententensors     
  ergibt. Aus (Rel. 3-59) ist ersichtlich, dass der antisymmetrische Anteil 
des Verzerrungsgradiententensors     
  eine nützliche quantitative Darstellung des infinitesimalen 
Krümmungstensors     ist, was zusätzlich noch durch die Tatsache fundiert wird, dass jeder dieser Ten-
soren aufgrund seiner speziellen Eigenschaften (Symmterieeigenschaften von     
  und verschwindende 
Spur;       von    ) 8 unabhängige skalare Komponenten besitzt. 
Ebenso lässt sich in völlig analoger Weise der Spannungstensor höherer Ordnung      in einen symmet-
rischen     
  und antisymmetrischen Anteil     
  zerlegen: 
     
   
 
 
 (              )     
            
       
 
 
 (              ) (Rel. 3-60) 
Reformuliert man die Darstellung der virtuellen Arbeit (Rel. 3-36) mittels der eingeführten symmet-
risch- antisymmetrischen Zerlegung des Spannungsgradientensors      sowie des Spannungstensors 
höherer Ordnung      so folgt der Ausruck 
                                 (    
      
 )  (     
       
 ) (Rel. 3-61) 
Berücksichtigt man darüber hinaus die Eigenschaft der Orthogonalität von antisymmetrischen Span-
nungstensoren höherer Ordnung zu seinen zugeordneten symmetrischen Partnern des Verzerrungsgra-
dienten sowie die Umkehrung dieser Eigenschaft 
     
       
       
       
    (Rel. 3-62) 
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so verschwinden zwei der vier Anteile im Ausdruck (Rel. 3-61) der virtuellen Arbeit, und es folgt die 
Formulierung 
                                     
       
      
       
  (Rel. 3-63) 
Aufgrund von (Rel. 3-59) stellt der antisymmetrische Anteil des virtuellen Verzerrungsgradiententenors 
     
  eine quantitative Repräsentation des virtuellen infinitesimalen Krümmungstenors      dar. Dar-
aus folgt wiederum, dass jener Teil der virtuellen Arbeit, welcher auf den antisymmetrischen Teil des 
virtuellen Verzerrungsgradiententenors      
  innerhalb der „Strain Gradient Theory“ zurückzuführen 
ist, einem anderen virtuellen Arbeitsanteil innerhalb der „Couple-Stress Theory“ äquivalent zugeordnet 
werden kann, der letztendlich dem Produkt aus virtuellen infinitesimalen Krümmungstensor      und 
dem zugeordneten konjugierten Momentenspannungstensor    entspricht. Diese recht komplexe Tat-
sache ist durch die Äquivalenzrelation 
     
       
           (Rel. 3-64) 
darstellbar. Durch Substitution der Definitionsgleichung des antisymmetrischen Verzerrungsgradienten-
tensors (Rel. 3-58) in obige Gleichung (Rel. 3-64) kann durch weitere Umformungen der Momenten-
spannungstensor    als Funktion des Spannungstensors höherer Ordnung      dargestellt werden, 
wodurch eine Verbindung zwischen der „Couple-Stress Theory“ zur verallgemeinerten „Strain Gradient 
Theory“ hergestellt ist: 
     
 
 




           (Rel. 3-65) 
Durch analoges Vorgehen sowie unter Verwendung von (Rel. 3-59) zur Substitution in (Rel. 3-64) kann 
die Inversion von (Rel. 3-65), also die Darstellung des antisymmetrischen Anteils des Spannungstensors 
höherer Ordnung     
  als Funktion des Momentenspannungstensors   , bestimmt werden: 




          
 
 
          (Rel. 3-66) 
In einem letzten Schritt ist noch die Impulserhaltung (Rel. 3-57), über die reformulierte Darstellung der 
virtuellen Arbeit sowie aus den beiden zuvor ermittelten Zusammenhängen (Rel. 3-65) und (Rel. 3-66), 
durch Größen aus der „Couple-Stress Theory“ im Rahmen der „Strain Gradient Theory“ darstellbar, 
womit eine weitere Verbindung zwischen beiden Modellen gegeben ist: 
 
    




      
    
      
 
     
 
      
    (Rel. 3-67) 
Damit sind die wichtigsten Teile und Merkmale der „Strain Gradient Theory“ dargestellt sowie die Ver-
bindungen bzw. Gemeinsamkeiten zur „Couple-Stress Theory“ aufgezeigt. 
3.3 Mechanism Based Strain Gradient Plasticity 
Diese Theorie basiert in einigen Teilen auf der im vorigen Abschnitt dargelegten “Strain Gradient Theo-
ry” (Fleck & Hutchinson, Strain Gradient Plasticity, 1997), wobei in der nun vorgestellten „Mechanism 
based Strain Gradient Theory“ (Gao, Huang, Nix, & Hutchinson, 1999), (Huang, Gao, Nix, & Hutchinson, 
1999) die verwendeten Ansätze zur Beschreibung des Werkstoffverhaltens nicht mehr rein phänomeno-
logischer Natur sondern aus Modellen der Mikrostruktur abgeleitet sind. Die wichtigsten Ansätze zur 
Entwicklung des Modells werden einleitend kurz angeführt und im Folgenden dann genauer beschrie-
ben. 
I. Die bei der Definition des effektiven Gesamtverzerrungsmaßes    ̂ (Rel. 3-37), welche auch 
als quantifizierende Größe der Gesamtversetzungsdichte   interpretierbar ist, eingeführte 
intrinsische Länge   ist hier nicht mehr ein anzupassender konstanter Materialparameter, son-
dern wird durch das mikromechanisch motivierte Taylormodell analytisch hergeleitet und in 
weiterer Folge durch andere Materialparameter festgelegt. 
II. Die an Experimente anzupassenden Vorfaktoren in den zur Beschreibung der geometrisch not-
wendigen Versetzungsdichte    eingeführten effektiven Verzerrungsgradienten    (vgl. (Rel. 
3-44) bzw. (Rel. 3-45)) werden aus repräsentativen Modellbelastungen bestimmt, welche die 
Versetzungsdichten der Mikrostruktur charakterisieren sowie quantifizieren. 
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III. Das Konzept zur Ermittlung des konstitutiven Materialmodells geht nicht mehr von einem Po-
tenzial aus, welches durch die Deformationsgrößen eine freie innere Energiedichtefunktion (vgl. 
(Rel. 3-52) bis (Rel. 3-55)) beschreibt, sondern basiert auf einen Homogenisierungsansatz der 
die Mikrostruktur der Versetzungsbewegung miteinbezieht. 
Diese mikrostrukturell motivierten Modellansätze werden in den konzeptionellen Rahmen der phäno-
menologischen “Strain Gradient Theory” eingebettet, wodurch ein rein kontinuumsmechanisches Mo-
dell resultiert, das im Kern die Deformationsvorgänge auf der Ebene der Versetzungsbewegungen be-
rücksichtigen kann. 
Eine zentrale Grundlage (siehe Punkt I) der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ ist das soge-
nannte Taylor-Modell (Rel. 2-99), welches die zur Versetzungsbewegung notwendige Schubspannung 
mit der im Material vorliegend Versetzungsdichte in Beziehung setzt. Berücksichtig man, dass die Ge-
samtversetzungsdichte   die Summe aus statistisch verteilter Versetzungsdichte    und geometrisch 
notwendiger Versetzungsdichte    ist, kann das Taylorgesetz wie folgt geschrieben werden: 
         √        √      (Rel. 3-68) 
Nach den Ausführungen in Abschnitt 2.2.2 liegt es nahe, dass Inkompatibilitäten im diskreten Kristall-
system, welche durch Gradienten im Verzerrungsfeld existent sind, durch die geometrisch notwendige 
Versetzungen aufgenommen werden. Daraus resultierend kann der effektive Verzerrungsgradient    
mit dem Burgersvektor   und der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte    in Beziehung gesetzt 
werden: 
          (Rel. 3-69) 
Unter Verwendung einer deformationstheoretischen Beschreibung und der eindimensionalen effekti-
ven „von Mises“-Vergleichsspannung 
   √    (Rel. 3-70) 
welche die zur Versetzungsbewegung notwendige tangentiale Schubspannung in eine entsprechende 
Normalspannung umrechnet, kann das Taylormodell (Rel. 3-68) 
   √        √   
  
 
 (Rel. 3-71) 
reformuliert werden. Prinzipiell handelt es sich bei der Taylorspannung um eine Mindestschubspan-
nung zur Versetzungsbewegung, was wiederum einer plastischen Deformation entspricht und demzu-
folge ein Fließen des Werkstoffs darstellt. Deshalb repräsentiert die der Taylorspannung zugeordnete 
Normalspannung eine Fließspannung, weshalb es wegen der vorausgesetzten deformationstheoreti-
schen Beschreibung zweckmäßig ist, die Abhängigkeit der Fließspannung   von der effektiven Verzer-
rung   , welche die plastischen Dehnungen quantifiziert, wie folgt zu formulieren: 
    ̂(  )       ̂(  )       (Rel. 3-72) 
Darin kann die Größe    als ein konstanter makroskopischer Materialparameter, nämlich eine Art An-
fangsfließspannung, angesehen werden, und die Funktion   beschreibt die Verfestigung in Abhängigkeit 
der plastischen Verformung. Geht man von der Annahme aus, dass im Material keine Verzerrungsgradi-
enten existent sind, wie dies beispielsweise bei den homogenen Deformationszuständen eines Zugver-
suchs vorliegt, so werden plastische Deformation ausschließlich durch die Bewegungen der statistisch 
verteilten Versetzungen (  ) ermöglicht. Unter diesen Umständen kann die allgemeine Taylorspannung 
(Rel. 3-71) zur Beschreibung von Versetzungsbewegungen wegen der verschwindenden geometrisch 
notwendigen Versetzungsdichte      vereinfacht werden: 
   √        √   (Rel. 3-73) 
Durch Gleichsetzung der beiden Beziehungen (Rel. 3-71) bzw. (Rel. 3-73) zur Beschreibung der Verset-
zungsbewegungsspannung sowie unter Verwendung von (Rel. 3-72) 
       ̂(  )  √        √   
  
 
 √        √   (Rel. 3-74) 
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folgt ein Zusammenhang mit dem die Fließspannung   auf der Mikroskala als Funktion der effektiven 
Verzerrung    und dessen Gradienten    dargestellt ist: 






   (Rel. 3-75) 
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  (Rel. 3-76) 
so erkennt man darin eine Analogie bezüglich der Verknüpfung der 1. Terme, welche die statistisch ver-
teilten Versetzungen quantifizieren, und der 2. Terme, welche die geometrisch notwenigen Versetzun-
gen quantifizieren. Damit ist eine signifikante Verbindung von der „Mechanism based Strain Gradient 
Theory“ zur rein phänomenologischen „Strain Gradient Theory“ gegeben. Zudem ist die charakteristi-
sche intrinsische Länge   nun eindeutig durch andere Materialkonstanten determiniert und somit kein 
freier Parameter mehr. Besonders letzte Aussage stellt einen wesentlich Fortschritt gegenüber den zu-
vor erläuterten Modellen dar. 
      
 Bild 3-1: Elementare Belastungsmodelle zur Ermittlung geometrisch notwendiger Versetzungsdichten (Gao, Huang, Nix, & 
Hutchinson, 1999):reine Biegung (links), reine Torsion (mitte), axialsymmetrisches ebenes Leerstellenwachstum (rechts) 
Eine weitere zentrale Basis (siehe Punkt II) der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ stellt die 
analytische Bestimmung der Koeffizienten für die Darstellung des effektiven Verzerrungsgradienten    
in der Form von (Rel. 3-44) mit Hilfe elementarer Modelle dar. Resultierend aus der Deformationskine-
matik und den damit verbundenen geometrisch notwendigen Versetzungsdichten    können anhand 
der reinen Biegung, der reinen Torsion sowie am ebenen axialsymmetrischen Wachstum von Leerstel-
len Bestimmungsgleichungen extrahiert und zur detaillierteren Quantifizierung des Deformationszu-
standes verwendet werden. Der Annahme dieser elementaren Belastungsmodelle liegt die Tatsache zu-
grunde, dass die aus der Deformationskinematik resultierende geometrisch notwendige Versetzungs-
dichte stets den Zustand einer minimal möglichen annimmt. In realen Kristallsystemen sind ja meist 
mehrere Gleitsysteme vorhanden, aus denen je nach äußerer Belastung in Bezug zur vorliegenden Kris-
tallorientierung unterschiedliche geometrisch notwendige Versetzungsdichten folgen können. Im Fol-
genden werden diese 3 Modelle genauer beschrieben. 
Für die reine Biegung (  …Balkenachsenrichtung,   …normal zu   ) wird von einem ebenen Verzer-
rungszustand (  …normal zur betrachteten Ebene) eines Kristalls ausgegangen, der durch die gegebene 
Krümmung belastet ist (siehe Bild 3-1 links), wobei die Krümmung über (Rel. 3-59) und die einfache De-
formationskinematik durch den Verzerrungsgradienten quantifiziert wird (Ashby, 1970), (Nye, 1953). 
Daraus resultierend kann die geometrisch notwendige Versetzungsdichte    für diesen einfachen Fall 
mittels (Rel. 3-69) ermittelt werden: 






 (Rel. 3-77) 
Wegen des ebenen Deformationszustandes kann das analytische Verschiebungsfeld der reinen Biegung 
für homogene konstante Krümmung     durch folgendes Vektorfeld festgelegt werden (lineare Vertei-
lung der Verzerrungen über die Balkenhöhe): 
                
 
 
 (  
    
 ) (Rel. 3-78) 
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Daraus können wiederum die von Null verschieden Komponenten des Verzerrungsgradiententensors 
     ermittelt werden 
                              (Rel. 3-79) 
woraus in weiterer Folge die Ausdrücke der einzelnen quadratischen Summanden innerhalb des effekti-
ven Verzerrungsgradienten   , welche die quadratischen Invarianten von      darstellen, berechenbar 
sind: 
               
               
             (Rel. 3-80) 
Setzt man die für die reine Biegung ermittelten Ausrücke (Rel. 3-80) und (Rel. 3-77) in die Darstellung 
des effektiven Verzerrungsgradienten    (Rel. 3-44) ein, so folgt die 1. Bestimmungsgleichung zur Er-
mittlung der gesuchten Koeffizienten. 
       
 
 
 (Rel. 3-81) 
Für die reine Torsion (siehe Bild 3-1 Mitte) eines zylindrischen Ausschnitts mit dem Radius   geht man 
von der idealisierten Annahme aus, dass sich eine koaxiale Schraubenversetzung in der Rotationsachse 
(  -Richtung) des betrachteten Bereichs befindet. Betrachtet man die Torsionsquerschnittsfläche be-
züglich eins Koordinatensystems dessen Ursprung auf der Rotationsachse liegt, so kann die Verset-
zungsdichte nach der Definition (Rel. 2-83) einfach angegeben werden. Da die Versetzungslinie offen-
sichtlich normal zum betrachteten Querschnitt liegt, ist die flächenbezogene (Rel. 2-83) mit der volu-
menbezogenen (Rel. 2-82) Versetzungsdichte identisch (siehe Abschnitt 2.2.2.1), wobei der Durchstoß-
punkt der Versetzungslinie direkt im Ursprung des zuvor festgelegten Koordinatensystems liegt. Da sich 
die Versetzungsdichte auf einen kreisförmigen Querschnitt mit dem Mittelpunkt im Ursprung des ge-
wählten Koordinatensystems sowie dem beliebig wählbaren Radius   bezieht, muss für einen ver-
schwindend kleinen Querschnitt (   ) die geometrisch notwendige Versetzungsdichte gegen unend-
lich  tendieren (    ), was auch konsistent durch die Definition (Rel. 2-83) der flächenbezogenen 
(hier geometrisch notwendigen) Versetzungsdichte    abgebildet wird. Damit kann die Versetzungs-
dichte wie folgt angeschrieben werden: 





    
 (Rel. 3-82) 
Aus Definitionsgleichung (Rel. 3-69) und (Rel. 3-82) ist schließlich der effektive Verzerrungsgradient    
eines zylindrischen Bereichs bei reiner Torsion für eine koaxiale Schraubenversetzung in der Rotations-
achse ermittelbar. 
    
  
 
        
 
    
 (Rel. 3-83) 
Das Verschiebungsfeld bezüglich des eingeführten kartesischen Koordinatensystems, das sich im Belas-
tungsquerschnitt befindet und dessen Ursprung auf der Achse der Schraubenversetzung liegt, wurde 
bereits von (Eshelby, 1953) und (Hirth & Lothe, 1982) hergeleitet und kann analytisch durch folgendes 
Vektorfeld angegeben werden. 
                           
 
    
 (Rel. 3-84) 
Darin stellt das Symbol    die Verdrillung (Twist) dar, die ihrer Größe nach laut (Rel. 3-83) und (Rel. 
3-84) mit dem effektiven Verzerrungsgradienten    identisch ist: 
         
 
    
    (Rel. 3-85) 
Damit können analog zur reinen Biegung die von Null verschiedenen Komponenten des Verzerrungs-
gradientensors      bestimmt werden: 
                           (Rel. 3-86) 
In weiterer Folge sind die Ausdrücke der einzelnen quadratischen Summanden innerhalb des effektiven 
Verzerrungsgradienten    berechenbar, welche die quadratischen Invarianten von      darstellen. 
                          
                
  (Rel. 3-87) 
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Setz man wie zuvor die für die reine Torsion ermittelten Ausrücke (Rel. 3-87) und (Rel. 3-85) in die Dar-
stellung des effektiven Verzerrungsgradienten    (Rel. 3-44) ein, so folgt die 2. Bestimmungsgleichung 
zur Ermittlung der gesuchten Koeffizienten: 
    
 
 
    
 
 
 (Rel. 3-88) 
Das Wachstum von Leerstellen in Zusammenhang mit den vorhandenen geometrisch notwendigen Ver-
setzungsdichten   , soll abschließend noch unter Verwendung eines geeigneten einfachen Modells un-
tersucht und in die Theorie eingebunden werden, wobei der Terminus Leerstelle bzw. Pore als synony-
me Begrifflichkeiten Verwendung finden. Die Entstehung (Nukleation), das Wachstum sowie die der 
Vereinigung (Koaleszenz) von Poren ist ein für duktile Materialen zentraler Mechanismus im Kontext 
von Schädigungs- aber auch Bruchvorgängen. Dieses Phänomen wurde bereits im Kontext mehrerer 
klassischer (skalenunabhängiger) Plastizitätsmodelle untersucht und beschrieben (Gurson, 1977), 
(Gologanu, Leblond, & Devaux, 1993), (Gologanu, Leblond, & Devaux, 1994), (Kailasam, Aravas, & Ponte 
Castaneda, 2000). Theorie und Modelle zur Beschreibung des Verhaltens von Leerstellen bzw. Poren 
unterschiedlicher Geometrie bei rein elastischem aber auch bei (elastisch-) plastischen Matrixmaterial 
sind ausreichend untersucht und publiziert (Rice & Tracey, 1969), (Tvergaard, 1990), (Huang, 
Hutchinson, & Tvergaard, 1991), (Needleman, Tveergard, & Hutchinson, 1992), wobei hauptsächlich 
zweidimensionale kreis- oder elliptische- aber auch dreidimensionale zylindrische,- kugel- und ellipsoi-
dische Porenformen analysiert worden sind. In der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ wird ei-
ne axialsymmetrische, in Längsrichtung unendlich ausgedehnte, Leerstelle in Bezug auf radialsymmet-
risch angeordneten Versetzungen (siehe Bild 3-1 rechts) untersucht, wobei sich diese Aufgabenstellung 
durch die Art des Problems auf zwei Raumdimensionen reduziert. Die z-Achse des zur Darstellung des 
Problems benutzten Zylinderkoordinatensystems (     ) ist koaxial zur zylindrischen Leerstelle und 
liegt direkt in dessen Zentrum. Zudem liegt die Leerstelle in einer unendlich ausdehnten Matrix und ist 
radialsymmetrisch mit einer Spannung    
  belastet. Das Matrixmaterial ist als inkompressibel ange-
nommen, wobei das Gesamtproblem als ebener Verzerrungszustand betrachtet wird. Unter diesen Be-
dingungen kann nach (Rice & Tracey, 1969), (Tvergaard, 1990), (Huang, Hutchinson, & Tvergaard, 1991) 
das axialsymmetrische Verschiebungsfeld durch das folgende Vektorfeld analytisch angegeben werden 
    
  
 
            (Rel. 3-89) 
wobei die Größen    den Ausgangsradius und    die Verschiebung am Rand der zylindrischen Leerstelle 
sind. Für das hier speziell formulierte Modell erhält man durch Darstellung mittels zylindrischer Koordi-
naten für die von Null verschiedenen Komponenten des infinitesimalen Verzerrungstensors      (Keißig 
& Benedix, 2002) folgende Ausdrücke: 












   
  
 





   
  
 





   
  
 











   
  






   
  
   
  
 
   
  






   
  















   
] (Rel. 3-90) 
Durch Auswertung der allgemeinen Beziehung (Rel. 3-90) mittels (Rel. 3-89) erhält man schließlich die 
nichtverschwindenden gesuchten Größen des infinitesimalen Verzerrungstensors      bezüglich des ge-
wählten Zylinderkoordinatensystems. 
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    (Rel. 3-91) 
Damit sind die wesentlichen Terme ermittelt und es können die von Null unterschiedlichen Komponen-
ten des Verzerrungsgradientensors      bestimmt werden, wobei darauf zu achten ist, dass sowohl die 
Darstellung des räumlichen Gradienten     
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 (Rel. 3-92) 
als auch jene des Verzerrungstensor   (Rel. 3-90) in Zylinderkoordinaten vorliegen muss. Somit kann der 
Verzerrungsgradiententensor   in Zylinderkoordinaten wie folgt ermittelt 
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] (Rel. 3-93) 
sowie dessen von Null verschiedenen Komponenten      berechnet werden: 
        
  
  
                     
  
  
    (Rel. 3-94) 
Daraus sind in weiterer Folge die Ausdrücke der einzelnen quadratischen Summanden innerhalb des ef-
fektiven Verzerrungsgradienten   , welche die quadratischen Invarianten von      darstellen, bere-
chenbar: 




   




   
  (Rel. 3-95) 
Schließlich kann der effektive Verzerrungsgradient    (Rel. 3-44) durch (Rel. 3-95) wie folgt durch seine 
Koeffizienten angeschrieben werden: 
   




   




   




   
  (     ) (Rel. 3-96) 
Bisher wurde nur die Kinematik des Deformationsfeldes einer Leerstelle betrachtet ohne jedoch die 
umgebende Versetzungsstruktur in Betracht zu ziehen, was in den nun folgenden Ausführungen be-
rücksichtigt wird. 
Durch die idealisierte radiale Anordnung von Stufenversetzungen in konzentrischen Kreisen rund um 
die Leerstelle (siehe Bild 3-1 rechts), kann die flächenbezogene (geometrisch notwendige) Versetzungs-
dichte    (Rel. 2-83) bezüglich eines infinitesimal dünnen Kreisringes der Breite    und dem Radius   
für die vorhandene Anzahl von   Versetzungslinien wie folgt angeschrieben und in differentieller Weise 
formuliert werden: 
    
 
 
    
  
  
              
  
        
                (Rel. 3-97) 
Da die Versetzungslinien offensichtlich normal zum betrachteten Querschnitt liegen, ist die flächenbe-
zogene (Rel. 2-83) mit der volumenbezogenen (Rel. 2-82) Versetzungsdichte auch in diesem betrachte-
ten Fall (vgl. Torsion) identisch (siehe Abschnitt 2.2.2.1). Jede einzelne Stufenversetzung entlang des be-
trachteten unendlich dünnen Kreisrings verursacht entlang seiner Umfangsrichtung eine Längenände-
rung um den Betrag des Burgersvektor   (siehe Abschnitt 2.2.2.1). Da sich entlang dieses konzentrisch 
angeordneten und unendlich dünnen Kreisrings (siehe Bild 3-1 rechts) laut geometrisch notwendiger 
Versetzungsdichtedefinition (Rel. 3-97)   Stufenversetzungen befinden, kann die Verschiebung in Um-
fangsrichtung    , was der Längenänderung des Kreisrings entspricht, wie folgt angegeben und in dif-
ferentielle Form gebracht werden. Dabei ist jedoch zu berücksichtigen, dass durch die radial angeordne-
ten Stufenversetzungen Druckspannungen in Umfangsrichtung aufgebaut werden, was sich durch das 
negative Vorzeichen der gerichteten Größe des Burgersvektors manifestiert: 
                        
    
  
 (Rel. 3-98) 
Bezieht man diese Längenänderung in Umfangsrichtung     (Rel. 3-98) auf den Umfang des betrachte-
ten, unendlich dünnen Kreisrings so resultiert daraus die Dehnung in Umfangsrichtung, welche wiede-
rum wie folgt festgelegt ist und in differentielle Form gebracht werden kann: 
     
   
     
      
    
     
                 (Rel. 3-99) 
Setzt man nun    (Rel. 3-97) und      (Rel. 3-98) in die Gleichung der Dehnung (Rel. 3-99) ein, so folgt 
 
     
    
     
 
     
     
  
             
     
         
    
  




    
  
 (Rel. 3-100) 
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Damit kann wiederum aus der Definitionsgleichung des effektiven Verzerrungsgradienten    (Rel. 3-69) 
dieser durch die partiellen Ableitung der Verzerrungen 







    
  
     
    
  
 (Rel. 3-101) 
ausgedrückt werden. Durch Auswertung dieser Beziehung (Rel. 3-101) und mit Hilfe des Verzerrungs-
feldes der zylindrischen Leerstelle (Rel. 3-91) folgt schließlich der Ausdruck des effektiven Verzerrungs-
gradienten    
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    (Rel. 3-102) 
aus dem wiederum zusammen mit (Rel. 3-96) die 3. Bestimmungsgleichung zur Ermittlung der gesuch-
ten Koeffizienten resultiert: 
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 (Rel. 3-103) 
Bemerkenswert an diesen Ausführungen zum axialsymmetrischen Wachstum von Leerstellen ist die 
Verbindung der Verzerrungskinematik von Poren mit versetzungstheoretischen Überlegungen, wodurch 
eine Verbindung beider Ansätze zu einem einheitlichen Modell resultiert. Zusammenfassend kann fest-
gehalten werden, dass sich die durch die radialsymmetrisch angreifenden Zugspannungen    
  bewirkte 
Vergrößerung der Leerstelle durch die ebenfalls radial angeordneten Stufenversetzung um die Pore 
entsprechend erschwert wird, da diese zusätzliche Druckspannungen in Umfangsrichtung induzieren. 
Schließlich müssen noch die aus den 3 Modellen (reine Biegung, reine Torsion, axialsymmetrisches 
Leerstellenwachstum) erhaltenen Bestimmungsgleichungen zur Ermittlung der Komponenten im effek-
tiven Verzerrungsgradienten    gelöst werden. Dazu ist das lineare Gleichungssystem aus (Rel. 3-81), 
(Rel. 3-88) und (Rel. 3-103) heranzuziehen, woraus die Koeffizienten bestimmt werden. 
 
      
 
 
   
 
 
    
 
 
      
 
 
       
 
 
    
 (Rel. 3-104) 
Damit kann der effektive Verzerrungsgradient    der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ ange-
schrieben werden: 
    
                                         
 
 
           (Rel. 3-105) 
An dieser Stelle ist es essentiell anzumerken, dass sich dieser Ausdruck (Rel. 3-105) gut in die Varianten 
der „Strain Gradient Theory“ einfügt, obwohl im zuletzt genannten Modell die Koeffizienten zur Be-
stimmung des effektiven Verzerrungsgradienten freie konstante Materialparameter darstellen, die an 
Experimente angepasst werden müssen. 
Abschließend sei noch erwähnt, dass sich jede durch äußere Belastungen im Bauteil einstellende Kine-
matik des Verzerrungsgradienten mehr oder weniger gut mittels der hier verwendeten Kombination 
aus diesen 3 Modellen (reine Biegung, reine Torsion, axialsymmetrisches Leerstellenwachstum) appro-
ximieren lässt. 
Als letztes müssen noch die konstitutiven Gleichungen für die Spannungen     und      dargestellt wer-
den. Wie einleitend erwähnt, werden die zu bestimmenden Spannungen     und      nicht wie bei der 
„Strain Gradient Theory“ über die Verwendung des Potenzials einer freien Energiedichtefunktion 
    ̂ der effektiven Verzerrung    ̂ ermittelt, sondern durch einen mikrostrukturell motivierten 
Mehrskalenansatz (Bild 3-2) hergeleitet (vgl. siehe Punkt III). Dabei geht man von der speziell für die 
„Mechanism based Strain Gradient Theory“ entwickelten Form des Taylormodells (Rel. 3-75) aus. Durch 
eine Homogenisierung (vgl. Abschnitt 2.3) der durch die Fließspannungsbeziehung geleisteten plasti-
schen Arbeit in einer sich auf der Ebene der Mesoskala befindlichen Zelle (Zelle zwischen Mikro- und 
Makroskala oder kurz Mesozelle, vgl. Bild 3-2), welche oft auch allgemeiner als repräsentatives Volu-
menelement bezeichnet wird, ist eine explizite konstitutive Darstellung der Spannungen herleitbar. 
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 Bild 3-2: Elementare Darstellung des Mehrskalenmodells zur Ermittlung der Konstitutivbeziehungen 
Durch den Mehrskalenansatz der Homogenisierung und mit Hilfe der Äquivalenz der plastischen Arbeit 
werden im Folgenden alle Größen welche sich auf die Ebene der Mikroskala beziehen mit einer Schlan-
genlinie   ̃über dem verwendeten Symbol gekennzeichnet. Da die Homogenisierung über einen Integra-
tionsprozess durchgeführt wird, hat die Mesozelle die Form eines Würfels damit die Integrationsgren-
zen bei Verwendung der lokalen kartesischen Koordinaten  ̃  konstant bleiben. Die Orientierung und 
Lage des lokalen Koordinatensystems  ̃  auf Ebene der Mikroskala ist so gewählt, dass die Koordinaten-
richtungen parallel zu den Kanten und der Ursprung im Mittelpunkt    des Würfels liegen. Damit lässt 
sich die lineare Koordinatentransformation von der Makro- (  ) über die Meso- (   
 ) zur Mikroskala 
( ̃ ) wie folgt angeben. 
      ̂ ( ̃ )    
   ̃  (Rel. 3-106) 
Die Kantenlänge der würfelförmigen Mesozelle ist mit    gegeben. Unter diesen Annahmen kann das 
Verschiebungsfeld auf Ebene der Mikroskala in Form einer Taylorreihe mit dem Mittelpunkt der Meso-
zelle als Entwicklungspunkt 
      ̂ ( ̃    )    
  (Rel. 3-107) 
dargestellt werden 
   ̃ ( ̃ )    (  
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  ̃   ̃     (Rel. 3-108) 
wobei    das Restglied repräsentiert, das aus dem Abbruch nach dem quadratischen Summanden re-
sultiert. Bildet man aus der Taylorreihenentwicklung 2. Grades den Gradienten des Verschiebungsfeldes 
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  ̃  (Rel. 3-109) 
so resultiert aus dem symmetrischen Anteil des Verschiebungsgradienten ̃   
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  ̃ ) (Rel. 3-110) 
folgende lineare Approximation des Verzerrungsfeldes innerhalb der Mesozelle, 
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 (Rel. 3-111) 
die den Verzerrungstensor     aber auch dessen Gradienten      mit berücksichtigt. Mit (Rel. 3-111) ist 
eine Verknüpfung zwischen der kinematischen Größe   ̃  auf der Mikroebene über die Mesozelle zu 
den kinematischen Größen     und      auf der Makroskala gegeben, was eine Voraussetzung für die 
Homogenisierung darstellt. Unter Verwendung der zur kinematischen Größe   ̃  zugeordneten konju-
gierten Spannung  ̃   kann die volumenbezogene virtuelle Arbeit auf der Mikroskala formuliert werden 




   ̃ ( ̃ )
  ̃ 
 
   ̃ ( ̃ )
  ̃ 
) (Rel. 3-112) 
wobei aus den beliebig wählbaren kompatiblen virtuellen Verschiebungen   ̃ ( ̃ ) die entsprechende 
virtuelle kinematische Verzerrungsgröße    ̃  auf der Mikroskala darstellbar sind. Zudem sind aus den 
mikroskalig formulierten Verzerrungen   ̃  über die Verknüpfung zur Makroskala (Rel. 3-111) sowie mit 
den Definitionen (Rel. 3-35) der virtuellen kinematischen Größen der Makroskala, die eingeführten vir-
tuellen kinematischen Verzerrungsgrößen    ̃  durch den folgenden Ausdruck auf der Mikroskala dar-
stellbar: 
    ̃       
 
 
 (           )   ̃  (Rel. 3-113) 
In der Darstellung der volumenbezogenen virtuellen Arbeit auf der Mikroskala (Rel. 3-112) muss nun 
noch die zugeordnete konjugierte Spannung  ̃   entsprechend berücksichtigt werden, da in diese Größe 
das auf der Mikroebene eingeführte Modell zur Versetzungsbewegungen nach Taylor (Rel. 3-75) einge-
baut werden muss. Diese Darstellung erfolgt über die Einführung effektiver Verzerrungs- und Span-
nungsgrößen   ̃ bzw.  ̃  und durch die quadratischen 2. (von Mises) Invarianten der entsprechenden 
tensoriellen sowie deviatroischen Größen   ̃  bzw.  ̃  
  bezüglich der Mikroskala: 
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  ̃       (Rel. 3-114) 
Aufgrund der Darstellung der Verzerrungen und deviatorischen Spannungen durch deren Invarianten 
bleibt die Größe der virtuellen Arbeit auf der Mikroskala unverändert, womit offensichtlich folgende 
Äquivalenz gegeben ist: 
   ̃   ̃      ̃   ̃  
     ̃   ̃     ̃ (Rel. 3-115) 
Führt man die 1. Variation der effektiven Verzerrungen bezüglich beliebiger kompatibler virtueller Ver-
schiebungen   ̃ ( ̃ ) durch, so erhält man den Ausdruck 
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 (Rel. 3-116) 
wobei über die Substitution des Terms (Rel. 3-116) in die Äquivalenz der virtuellen Arbeit   ̃ auf der 
Mikroskala (Rel. 3-115) die deviatorische tensorielle Spannung  ̃  
  durch deren 2. quadratische Invari-
ante, also der zugeordneten effektiven (von Mises) Größe  ̃ , mittels Koeffizientenvergleich bezüglich 
   ̃  bestimmt werden kann: 
   ̃   ̃     ̃   ̃  
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 (Rel. 3-117) 
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Diese auf der Mikroskala zentrale konstitutive Darstellung (Rel. 3-117) wird dazu verwendet um das 
Taylormodell (Rel. 3-75) in die Gesamtbeschreibung einzubauen, woraus letztendlich die mikromecha-
nisch motivierte Spannungs-Dehnungsrelation folgt: 





 ̃  
 ̃ 
  ̂̃(  ̃)  mit   ̃   ̂̃(  ̃)   ̃     √ ̂ (  ̃)       (Rel. 3-118) 
Der Homogenisierungsansatz wird aus der Äquivalenz der absoluten virtuellen plastischen Arbeit 
  ̃     abgeleitet, wobei die aus der Mesozelle resultierende mikroskalige Beschreibung der abso-
luten virtuelle Arbeit    ̃ 
  ̃  
  ̃
  ̃
  ̃  
   ̃
  ̃
  ̃  ∫   ̃  ̃     
 ∫  ̃  
     ̃   ̃     
    (Rel. 3-119) 
einem materiellen Punkt auf der Makroskala zugeordnet ist, dem wiederum diese Mesozelle angeheftet 
wird. Daraus lässt sich über die spezifische virtuelle Arbeit    (Rel. 3-36) die absolute virtuelle Arbeit 
    über das Zellvolumen       ermitteln: 
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       )          ̃ (Rel. 3-120) 
Verwendet man die Beziehungen (Rel. 3-113) sowie (Rel. 3-119) bzw. (Rel. 3-120) und setzt diese in die 
Äquivalenz der absoluten virtuellen plastischen Arbeit   ̃     ein, so resultiert folgende Bestim-
mungsgleichung: 
 ∫  ̃  
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 (           )   ̃ ]   ̃     
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       )        (Rel. 3-121) 
Da die virtuellen kinematischen Größen      bzw.       unabhängig von den lokalen Mesozellkoordina-
ten und somit bezüglich des Integrationsprozesses als konstante Faktoren anzusehen sind, können mit-
tels Koeffizientenvergleich bezüglich dieser Variationsgrößen      bzw.       die konstitutiven Bestim-
mungsgleichungen für die deviatorischen Spannungen von     bzw.      
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 (Rel. 3-122) 
auf der Makroskala hergeleitet werden. Wird noch die Mikro-Makro-Verknüpfungsbeziehung (Rel. 
3-113) in die Bestimmungsgleichungen der deviatorischen Spannungen (Rel. 3-122) eingesetzt, so müs-
sen nach aufwändiger Evaluation der mathematischen Terme folgende dominierende Integrale 
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      (Rel. 3-123) 
ausgewertet werden, um eine explizite Vorschrift der konstitutiven Beziehungen zu erhalten. Für die 
ebenfalls von den Koordinaten der Mesozelle abhängigen effektiven Verzerrungen (Rel. 3-114) und Tay-
lorspannungen (Rel. 3-118) der Versetzungsbewegungen werden vereinfachende Annahmen getroffen, 
um die Integrale in den Bestimmungsgleichungen (Rel. 3-122) analytisch auswerten zu können und da-
mit explizite Formeln für die Spannungen zu erhalten: 
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     ] (Rel. 3-124) 
In den Gleichungen (Rel. 3-124) der Makrospannungen stellt der Ausdruck 
  ̂(  )     √ ̂ (  )       (Rel. 3-125) 
die Fließspannung dar, der Term      ist durch die Vorschrift 
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gegeben und     wird durch 
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 (               )      ] (Rel. 3-127) 
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determiniert. An dieser Stelle sei noch explizit darauf verwiesen, dass für die angegebenen Konstitutiv-
gleichungen kein Potenzial existieren kann, um daraus in analoger Weise zur „Strain Gradient Theory“ 
die Spannungen durch partielle Ableitung nach den konjugierten Dehnungsgrößen darzustellen. Der 
Beweis dieser Aussage ist durch die folgende Ausführungen einfach nachzuvollziehen: 
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 (Rel. 3-128) 
Durch vertauschen der Differentiationsreihenfolge und Umbenennen der Indizes kann die Nichtexistenz 
des Potentials einer freien inneren Energiedichte leicht nachgewiesen werden: 
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 (Rel. 3-129) 
Damit ist die „Mechanism based Strain Gradient Theory“ vollständig hergeleitet und dargestellt. Be-
merkenswert an dieser Theorie ist sicherlich die Berücksichtigung der Mikrostruktur durch Verset-
zungsbewegungen, wobei dennoch relativ einfach handzuhabende Gleichungssätze resultieren, welche 
die plastischen Deformationsvorgänge ausreichend beschreiben. 
Abschließend bleibt noch anzumerken, dass die Mesozelle einerseits groß genug sein muss um eine 
ausreichende Menge an Versetzungen zu beinhalten, andererseits aber auch klein genug sein muss um 
die lineare Approximation des Verzerrungsgradienten durch die Taylorreihenentwicklung (Rel. 3-108) 
bzw. (Rel. 3-111) sicherzustellen. D. h., die Größe der Mesozelle muss signifikant kleiner sein als die 
charakteristische intrinsische Länge   (Rel. 3-75), um dadurch die Versetzungsbewegungen die das Tay-
lormodell beschreibt zu ermöglichen. Ein Vorschlag der als Kompromiss zwischen den divergierenden 
Forderungen angesehen werden kann ist durch den Ausdruck 
               
   
  
 (Rel. 3-130) 
gegeben, wobei   einen empirischen – dem Material angepassten – freien Skalierungsparameter von 
   bis    und        den mittleren Abstand zwischen statistisch verteilten Versetzungen darstellt. 
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4 Numerische Implementierung im Rahmen der Finiten Element Me-
thode 
Aus den Bilanz- bzw. Erhaltungsgleichungen und den anderen bisher beschriebenen Größen geht her-
vor, dass man es bei der Lösung von kontinuumsmechanischen Problemen im Wesentlichen mit gekop-
pelten partiellen Differentialgleichungssystemen zu tun hat. Analytische Lösungen dieser Systeme sind 
in der nichtlinearen Kontinuumsmechanik nur für wenige einfache (Anfangs-) Randwertprobleme mög-
lich, weshalb man gezwungen ist Näherungslösungen mit Methoden aus der numerischen Mathematik 
zu bestimmen. Diese näherungsweisen Berechnungen auf Basis von Variationsverfahren – wie bei-
spielsweise die Methode der Finiten Elemente (kurz FEM) – eröffnen ein sehr breites Anwendungs-
spektrum. 
Im Folgenden werden die Grundzüge der nichtlinearen Finite Element Methode (FEM) erläutert, wobei 
alle Prozesse als quasistatisch, d.h. unter Vernachlässigung der Massenträgheitsterme, und rein mecha-
nisch, d.h. ohne thermomechanische Kopplung, betrachtet werden. Die Lösung von Deformationsprob-
lemen kann in der Strukturmechanik durch zweierlei Ansätze berechnet werden, die jedoch auf dassel-
be gekoppelte Gleichungssystem führen. Diese beiden Ansätze lauten, 
I. Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Methode der gewichteten Residuen; bspw. Galerkin Ver-
fahren) und 
II. Prinzip vom Minimum des Gesamtpotenzials (Variationsformulierung). 
In den folgenden Abschnitten wird etwas genauer auf die zwei Möglichkeiten eingegangen. 
4.1 Darstellung und Ansätze lokaler Theorien der Festkörpermechanik 
Grundsätzlich ist die Finite Element Methode zur Lösung vieler Klassen von gekoppelten partiellen Dif-
ferentialgleichungssystemen geeignet. Die Techniken und Formalismen zur Implementierung weisen für 
alle Arten von partiellen Differentialgleichungssystemen starke Ähnlichkeiten auf. Kommen jedoch er-
weiterte Terme höherer Ableitungsordnung im Gesamtsystem hinzu, werden die Ausdrücke, die zur Lö-
sung abgeleitet bzw. in weiterer Folge auszuwerten sind, überaus komplex. Dieser Umstand gilt speziell 
bei Gradiententheorien höherer Ordnungen, welche in dieser Arbeit einen Schwerpunkt darstellen. Um 
einen Einblick in die Techniken zur Implementierung zu geben, werden in den folgenden Unterabschnit-
ten ganz bewusst keine erweiterten Terme berücksichtig, damit die Übersichtlichkeit der analytischen 
Rechenschritte nachvollziehbarer gegeben und transparenter dargestellt ist. Erst im Abschnitt 4.2 wer-
den die Anteile höherer Ordnung mit demselben zuvor vorgestellten Konzept gesondert behandelt und 
die damit verbundenen Schwierigkeiten genauer betrachtet. 
An dieser Stelle sei darauf verwiesen, dass sich die in den folgenden Unterabschnitten 4.1.1, 4.1.2 und 
4.1.3 dargestellten Ausführungen zur numerischen Implementierung auf nichtlineare, also finite, Ver-
zerrungsgrößen beziehen, obwohl die in Abschnitt 3 dargelegten Beschreibungen mikrostrukturell mo-
tivierter Gradientenplastizitätsmodelle durch kleine, also infinite, Deformationsmaße formuliert wor-
den sind. Dieser Umstand ist jedoch als unproblematisch anzusehen, da die aus der Theorie finiter De-
formationen resultierenden Ausdrücke bzw. Gleichungen eine Verallgemeinerung darstellen, sowie in 
deren Form und Struktur zur Beschreibungen infiniter Verzerrungsmaße keine prinzipiellen Unterschie-
de aufweisen. 
4.1.1 Schwache Formulierung der Erhaltungsgleichungen 
Zur Berechnung von quasistatischen Randwertproblemen der Kontinuumsmechanik ist das gekoppelte 
System von Differentialgleichungen bestehend aus 
I. nichtlinearen kinematischen Verzerrungsbeziehung von (Rel. 2-13)      
 
 
((   )
         ), 
II. lokalen Form der Impulserhaltung von (Rel. 2-56) 
 (       )
   
     ̃     
   
  
, 
III. Konstitutivgesetz von (Rel. 2-100)       ̂  (   )   ̃  (   )   ̆  (   ), 
hier in der Referenz- bzw. Ausgangskonfiguration notiert, zu lösen. Zusätzlich sind noch Randbedingun-
gen für vorgegebene Verschiebungen und Spannungen 
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         (Rel. 4-1) 
und bei dynamischen Problemen die Anfangsbedingungen für Ausgangslage und Geschwindigkeit 
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 (  )  (        )
 (Rel. 4-2) 
zu erfüllen. Grundsätzlich kann dieses Gleichungssystem bezüglich beliebiger Konfigurationen (vgl. Ab-
schnitte 2.1.1 und 2.1.3) formuliert werden. Um die in Abschnitt 3 mikromechanisch motivierten Mo-
delle in dieses System zu integrieren, werden die allgemein gültigen Erhaltungsgleichungen bezüglich 
der Momentankonfiguration dargestellt. Zum besseren Verständnis wird hier zur Herleitung der schwa-
chen Form der Impulsbilanz von dem eben dargestellten System bezüglich der Ausgangs- bzw. Refe-
renzkonfiguration ausgegangen. 
Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen kann als eine aus der Impulsbilanz resultierende Formulie-
rung angesehen werden, die auch als schwache Form der durch die Impulserhaltung gegebenen Diffe-
rentialgleichung bezeichnet wird. Da in das Prinzip der virtuellen Verschiebungen keine weiteren An-
nahmen – wie z. B. die Existenz eines Potenzials zur Darstellung der resultierenden Spannungen – ein-
gehen, ist dieses Arbeitsprinzip ganz allgemein anwendbar. So z. B. auch bei der Behandlung von inelas-
tischen Materialverhalten oder aber auch bei reibungsbehafteten Kontaktproblemen, die im Wesentli-
chen nichtkonservative Problemklassen darstellen. 
Die Herleitung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen beginnt mit der lokalen Form der Impulsbi-
lanz, die skalar mit einer vektorwertigen Funktion    – oft virtuelle Verschiebung oder Testfunktion ge-
nannt – multipliziert wird. Die Testfunktion    kann frei gewählt werden, muss jedoch hinreichend oft 
stetig differenzierbar sein und zudem die homogenen Verscheibungsrandbedingungen erfüllen: 
    { ̂ (  ) |  ̂ (  )     (     
     )} (Rel. 4-3) 
Die anschließende, innerhalb der Referenzkonfiguration durchzuführende Integration über das Volu-
men des betrachteten Körpers und der Verwendung der Spannungstransformation (Rel. 2-40) ergibt 
 
∫
 (       )
   
       ∫    ( ̃  
   
  
)         
 ∫
    
   
       ∫    ( ̃  
   
  
)         
 (Rel. 4-4) 
Durch partielle Integration des ersten Terms, der die inneren induzierten Belastungen wiederspiegelt, 
und nachfolgender Auswertung des Divergenztheorems sowie der Einarbeitung der Spannungsrandbe-
dingungen erhält man die schwache Form des Gleichgewichts: 
  (     )   ∫     
   
   
  
 
 ∫    ( ̃  
   
  
)        ∫   ̅            (Rel. 4-5) 
In diesem Zusammenhang ist es zweckmäßig für den auf die Referenzkonfiguration bezogenen räumli-
chen Gradienten der vektoriellen Testfunktion eine doppelt indizierte Substitutionsgröße definierend 
einzuführen, aus der ein symmetrischer Anteil bestimmbar ist: 
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) (Rel. 4-6) 
Durch Einführung des verallgemeinerten Variationsoperators bezüglich mehrfach indizierter tensorieller 
Größen 
                 (        )         
 
  
{[        (        )]|                            
}
              
 
  
        (                   )
 (Rel. 4-7) 
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sowie einer verkürzten Notation bei Verwendung der festgelegten Testfunktionen     ̂ (  ) 
          (  )         
 
  
        (       ) (Rel. 4-8) 
kann die schwache Form der Impulserhaltungsgleichung (Rel. 4-5) durch weitere Umformungen schließ-
lich in den Ausdruck 
  (     )   ∫             ∫    ( ̃  
   
  
)        ∫   ̅            (Rel. 4-9) 
umgewandelt werden, welcher sich hier auf die Referenzkonfiguration bezieht. Im physikalischen Sinne 
interpretiert, entspricht in (Rel. 4-9) der erste Term der virtuellen inneren Arbeit, wohingegen die bei-
den letzten Terme die virtuelle Arbeit der äußeren Belastungen und den Massenträgheitsterm be-
schreiben. 
In Bezug auf (Rel. 4-5) wurden in (Rel. 4-9) durch Ausnutzung spezieller tensorieller Strukturen und Ei-
genschaften (bspw. Symmetrie, Antisymmetrie, etc.) der unsymmetrische 1. Piola-Kirchhoffsche Span-
nungstensor     in den symmetrischen 2. Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor     umgerechnet (vgl. 
Abschnitt 2.1.3), sowie die Darstellung der vektoriellen multiplikativen Verknüpfung mit den räumlichen 
Gradienten der Testfunktion       ⁄  durch eine äquivalente Beschreibung mit der 1. Variation des 
Green-Lagrangenschen Verzerrungstensors     überführt. Diese Eigenschaft soll im Folgenden nachvoll-
ziehbarer dargestellt werden und zudem die formale Anwendbarkeit der Notation des Variationsopera-
tors verdeutlichen, welche in nachfolgenden Abschnitten in Bezug auf die erweiterten Theorien höherer 
Ordnung noch Verwendung finden wird. In kontinuumsmechanischen Problemen der Festkörperme-
chanik welche im Rahmen der FEM behandelt werden, ist es im Allgemeinen üblich, das Verschiebungs-
feld    als unbekannte Größe und somit als unabhängige Variable festzulegen, wobei grundsätzlich auch 
andere Größen hierfür herangezogen werden könnten. Mit dieser Voraussetzung ist unmittelbar er-
sichtlich, dass sowohl die erste Variation des Verschiebungsgradienten (Rel. 2-12) 
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 (Rel. 4-10) 
als auch jene des Deformationsgradienten dem Gradient der vektoriellen Testfunktion (Rel. 4-6) ent-
spricht. 
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 (Rel. 4-11) 
Die erste Variation des symmetrischen Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors (Rel. 2-13), welche 
wieder symmetrisch sein muss, kann aufgrund seiner Darstellung bzw. inneren Struktur durch den De-
formationsgradienten (Rel. 2-12) und dessen Variation (Rel. 4-11) ausgedrückt werden: 
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 (Rel. 4-12) 
Der im Integranden der schwachen Form der Impulserhaltung (Rel. 4-5) enthaltene Anteil, welcher die 
inneren Reaktionen bzw. Spannungen auf die äußeren Belastungen darstellt, kann durch nachfolgenden 
Ausdruck reformuliert werden, wobei der unsymmetrische 1. Piola-Kirchhoffsche durch den symmetri-
schen 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (Rel. 2-40) substituierbar (vgl. Abschnitt 2.1.3) ist. 
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         (Rel. 4-13) 
Die aus dieser Umformung (Rel. 4-13) resultierende tensorielle Hilfsgröße    kann additiv  in einen 
symmetrischen und antisymmetrischen Anteil zerlegen werden       
     
 , wobei ersichtlich ist, 
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dass der symmetrische Anteil von    der ersten Variation des Green-Lagrangeschen Verzerrungsten-
sors entspricht: 
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    ) (Rel. 4-14) 
Nun ist jedes skalare Produkt zwischen beliebigen symmetrischen und antisymmetrischen Tensoren 
gleich Null, was durch folgende Umformung sowie Umbenennung der Indizes dargestellt ist: 
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 (Rel. 4-15) 
Damit ist gezeigt, dass die schwache Form der Impulserhaltung in der Darstellung durch den unsymmet-
rischen 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor (Rel. 4-5) in die Form (Rel. 4-9) durch den symmetri-
schen 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor überführbar ist: 
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 (Rel. 4-16) 
Da bei der Darstellung von Konstitutivmodellen die Formulierung der Erhaltungsgrundgleichungen be-
züglich der Momentankonfiguration von Vorteil sein kann, soll nun noch die schwache Form der Im-
pulsbilanz in diese Beschreibung überführt werden. Der Bezug der schwachen Form auf die Momen-
tankonfiguration geschieht durch rein geometrische Operationen, indem die Basisvektoren, entspre-
chend der in den vorangegangenen Abschnitten angegebenen Transformationen (vgl. Abschnitt 2.1.3), 
durch „push forward“ auf die Momentankonfiguration bezogen werden. Die Transformation des un-
symmetrischen 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors     auf den symmetrischen Cauchyschen 
Spannungstensor     wurde bereits in (Rel. 2-39) angegeben. Aus dieser Transformation ist ersichtlich, 
dass der 1. Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor     aufgrund der einseitigen Multiplikation mit dem 
Deformationsgradienten ein sogenannter Zweifeldtensor ist, da dieser seine Basisvektoren in den zwei 
unterschiedlichen Konfigurationen besitzt. Mit Substitutionsdefinition (Rel. 4-6) und aus der Umfor-
mung 
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 (Rel. 4-17) 
welche hier nur stark gekürzt angegeben ist, sowie unter Verwendung der Massenerhaltung (     
  ), kann die schwache Form der Impulserhaltung auf die Momeantankonfiguration bezogen werden: 




 ∫    ( ̃  
   
  
)        ∫   ̅            (Rel. 4-18) 
Mit Hilfe weiterer tensorieller Umformungen, die analog zu den bereits zuvor gezeigten sind und (Anti-
)Symmetrieeigenschaften von multiplikativ verknüpften Tensoren ausnutzen, ist dann die räumliche 
Impulsbilanz in endgültiger Form darstellbar: 






 ∫    ( ̃  
   
  
)        ∫   ̅            (Rel. 4-19) 
Diese Beziehung entspricht formal der schwachen Form der geometrisch linearen Theorie infinitesima-
ler Verzerrungsgrößen, auf welche sich auch die Ausführungen im Abschnitt 3 über mikromechanisch 
motivierte Konstitutivgesetze beziehen. Es ist allerdings zu beachten, dass sowohl der Integrationsbe-
reich als auch die Spannungs- und virtuellen Verzerrungsgrößen hier in der verformungsabhängigen 
Momentankonfiguration auszuwerten sind, wodurch die Gleichung einen nichtlinearen Charakter er-
hält. 
Ersetzt man die nichtlinearen Verzerrungsgrößen finiter Deformationen durch deren infinitesimale Li-
nearisierung, fallen Momentan- und Referenzkonfiguration zusammen, wodurch der Integrationsbe-
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reich und alle anderen durch die Ortskoordinaten ausgedrückten Größen ebenfalls linearen Charakter 
annehmen. Diese Tatsache wird in den Ausführungen zur numerischen Implementierung nichtlokaler 
Theorien Verwendung finden, um die Darstellung der Besonderheiten im Rahmen dieser Problemklas-
sen nachvollziehbarer und übersichtlicher zu gestalten. 
4.1.2 Variationsformulierung strukturmechanischer Probleme 
Eine andere Möglichkeit die Bestimmungsgleichung zur Ermittlung der Feldgrößen herzuleiten, ist das 
Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotenzials, das allerdings die Existenz eines solchen für 
das zu behandelnde Problem voraussetzt. Solche Potenziale existieren nicht für alle Problemklassen der 
Kontinuumsmechanik. Für hyperelastisches Materialverhalten existiert jedoch eine freie innere spezifi-
sche Energiedichtefunktion   – oft als Verzerrungsenergiefunktion bezeichnet – welche die in einem 
Körper reversibel gespeicherte Energie beschreibt und somit ein Potenzial darstellt. Dieser Ansatz wur-
de bereits mehrfach zur Darstellung von diversen Spannungstensoren im Abschnitt 3 verwendet. Ana-
log lässt sich der Spannungstensor     über das eingeführte Potenzial  und die konjugierten Verzer-
rungsgrößen     (Rel. 2-8) und     (Rel. 2-13) für Hyperelastizität darstellen. 
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         (Rel. 4-20) 
Mit dieser Größe  lässt sich das klassische Prinzip vom Minimum des elastischen Gesamtpotenzials 
formulieren, wenn zusätzlich noch die potenzielle Energie der eingeprägten äußeren Lasten berücksich-
tigt wird. Hierbei wird angenommen, dass die eingeprägten Lasten konservativ sind. Für statische Prob-
leme erhält man 
  (  )   ∫ [ ̃(   )      ̃    ]    ∫   ̅              (Rel. 4-21) 
Von allen möglichen Deformationen erfüllen diejenigen das Gleichgewicht, die das Potenzial   zum Mi-
nimum machen. Das Minimum kann aus der Variation berechnet werden, welche als Operator schon im 
Abschnitt 4.1.1 eingeführt wurde und im Wesentlichen eine Richtungsableitung darstellt: 
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 (Rel. 4-22) 
Durch Auswertung der zu differenzierenden Terme erhält man mit (Rel. 2-8) und (Rel. 2-12) 
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worin leicht zu erkennen ist, dass aus vorigen Ausführungen die Beziehungen 
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 (Rel. 4-24) 
gelten und somit die bereits bekannte schwache Form der Impulserhaltung (Rel. 4-9) ohne Massenträg-
heitsterm bezüglich der Ausgangskonfiguration folgt: 
    ∫ [             ̃    ]    ∫   ̅          (Rel. 4-25) 
Die Konstruktion eines Minimalprinzips ist aus mehreren Gründen von Bedeutung. Es ermöglicht bei-
spielsweise die mathematische Untersuchung der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen und erlaubt 
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die Entwicklung von effizienten Algorithmen auf der Basis von Optimierungsverfahren. Das ist auch der 
Grund warum beispielsweise bei der Beschreibung von Kontaktproblemen gerne mit nichtkonservati-
ven Potenzialansätzen gearbeitet wird. 
4.1.3 Linearisierung der schwachen Form, Materialtangente 
Aus der Nichtlinearität der Probleme in der kontinuumsmechnischen Beschreibungsweise folgt, dass 
das Gleichungssystem, welches beim Übergang in die diskrete Form entsteht, auch einen nichtlinearen 
Charakter hat. Da in dieser Arbeit hauptsächlich nichtlineare Problemklassen Anwendung finden, sollen 
nun die wesentlichen Schritte der numerischen Umsetzung etwas genauer dargestellt werden. Zu Be-
ginn wird zunächst auf die wesentlichen mathematischen Zusammenhänge eingegangen. 
Die inkrementelle Form der Taylorreihenentwicklung einer tensoriellen zweifach indizierten Größe    , 
die als Funktion eines Tensors 1. Stufe    dargestellt und durch eine beliebige Abweichung    verän-
dert wird, ist durch folgende Beziehung gegeben: 
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 (Rel. 4-26) 
Dabei wird von ausreichenden Differenzierbarkeitseigenschaften bezüglich der zu entwickelnden ten-
sorwertigen Funktion    (  ) um den Entwicklungspunkt  
 
  ausgegangen. Nichtlineare Probleme 
werden meist durch den Ansatz der Linearisierung numerisch iterativ gelöst, die sich aus der Taylorrei-
hendarstellung (Rel. 4-26) ergibt. In diesem Zusammenhang ist es zweckmäßig – resultierend aus dem 
linearen Anteil der Taylorreihe – einen linearen Operator einzuführen, der die Richtungsableitung einer 
tensoriellen Größe    (  ) beschreibt: 
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 (Rel. 4-27) 
Durch diesen Linearisierungsoperator kann die Taylorreihe wie folgt geschrieben bzw. reformuliert 
    (  
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 )        (  )|      
    (Rel. 4-28) 
und die Linearisierung     definiert werden, welcher hier der Vollständigkeit halber angeführt sei: 
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 )        (  )|      
 (Rel. 4-29) 
Hieraus ist auch ersichtlich, dass die Problemklassen, welche sich durch ein Potenzial beschreiben las-
sen, stets symmetrische Koeffizientenmatrizen im diskreten und linearisierten System ergeben müssen, 
da sowohl der Variationsoperator (Rel. 4-7) bzw. (Rel. 4-8) als auch der Linearisierungsoperator (Rel. 
4-30) formal identisch sind. Sie stellen beide – rein formal betrachtet – eine Richtungsableitung dar. An 
dieser Stelle ist es in Analogie zum generalisierten Variationsoperator (Rel. 4-7) zweckmäßig, die Defini-
tion des Linearisierungsoperator (Rel. 4-27) in ähnlicher Weise bezüglich mehrfach indizierter tensor-
wertiger Funktionen und Funktionsargumente zu verallgemeinern: 
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 (Rel. 4-30) 
Da in der kontinuummechanischen Festkörpermechanik das unbekannte Verschiebungsfeld 
ku  formal 
als unabhängige Variable bezüglich der Linearisierungsoperationen anzusehen ist, stellt die folgende 
Notation 
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 (Rel. 4-31) 
eine zweckmäßige verkürzte Schreibweise dar. 
Ausgehend von der auf die Ausgangskonfiguration bezogenen schwachen Form (Rel. 4-5) des Anfangs-
randrandwertproblems 
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 (Rel. 4-32) 
in der die Beschleunigungsterme und Volumenkräfte vernachlässigt sind, kann durch Linearisierung der 
Taylorreihenentwicklung 
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 (Rel. 4-33) 
und weitere physikalische Annahmen (Randlasten sind unabhängig von den Verschiebungen), 
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 (Rel. 4-34) 
gekoppelt mit folgender Auswertung 
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 (Rel. 4-35) 
der lineare Anteil, aus dem die Koeffizienten des zu lösenden Gleichungssystems resultieren, dargestellt 
werden: 
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 (Rel. 4-36) 
Dieser linearisierte Anteil (Rel. 4-36) besteht aus zwei Anteilen, wobei der Erste die Einflüsse aus der Ki-
nematik finiter Deformationen und der Zweite die Materialsteifigkeit, verknüpft mit der nichtlinearen 
Kinematik der Verzerrungsgrößen, repräsentieren. Um beide Anteile auszuwerten ist die Linearisierung 
des Deformationsgradienten (Rel. 2-12) 
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 (Rel. 4-37) 
sowie die partielle Ableitungen von Verzerrungsgrößen wie (Rel. 2-13) zu bestimmen: 
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 (Rel. 4-38) 
Damit ist der für die Linearisierung resultierende Anteil aus den finiten Deformationen durch den Aus-
druck 
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 (Rel. 4-39) 
und die Materialsteifigkeit mit den verknüpften Nichtlinearitäten der Verzerrungen mit dem Term 
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 (Rel. 4-40) 
gegeben, wobei die Materialtangente  ̂    (   ) wie folgt eingeführt wird: 
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  (Rel. 4-41) 
Dieser, sich auf die Ausgangskonfiguration beziehende Tangentenmodul  ̂    (   ) stellt in der Stan-
dardtheorie einen Tensor 4. Stufe dar. Er ist aus programmtechnischer Sicht bei der Umsetzung und 
Implementierung eines Materialmodells in ein FEM System der aufwendigste Teil. Es ist von Vorteil die 
Programmsequenz, welche Materialeigenschaften und somit auch die Materialtangente berechnet, als 
eigenständiges Modul zu implementieren, das von der Elementroutine entkoppelt ist und von dieser 
aufgerufen werden kann. So besteht die Möglichkeit, mit demselben Element unterschiedliche Materi-
aleigenschaften zu simulieren. Die Elementroutine selbst, beinhaltet im Wesentlichen das zu beschrei-
bende partielle Differentialgleichungssystem, die nichtlineare Kinematik und den durchzuführenden In-
tegrationsprozess. 
4.1.4 Anmerkungen zur Theorie infiniter Deformationen 
Abschließend wird auf den Spezialfall kleiner (infinitesimaler) Deformationen eingegangen, der in den 
zuvor angeführten Darstellungen bereits enthalten ist. Der Fall infiniter (kleiner) Deformation wird 
durch folgende Eigenschaften definiert (vgl. Abschnitt 2.1.1) 
 ‖   ‖                    
 
 
 (       )                 (Rel. 4-42) 
welche zur Folge haben, dass Referenz- und Momentankonfiguration zusammenfallen. Damit können 
die kinematischen Verzerrungs- und konjugierten Spannungsgrößen in der schwachen Form der Impul-
serhaltung finiter Deformationen (Rel. 4-9) durch den infinitesimalen Verzerrungstensor     sowie dem 
Cauchyschen Spannungstensor     ersetzt werden, woraus folgender Ausdruck 
  (     )   ∫             ∫    ( ̃  
   
  
)        ∫   ̅            (Rel. 4-43) 
resultiert. Die erste Variation des Deformationstensors      ist mit (Rel. 2-14) und (Rel. 4-10) sowie (Rel. 
4-6) durch die Terme 
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 (Rel. 4-44) 
reformulierbar. Die Linearisierung der schwachen Form der Impulsbilanz (Rel. 4-43) kann unter der Zu-
hilfenahme der bereits eingeführten Definitionen und Vereinfachungen, d.h. keine Berücksichtigung der 
Volumenkraftdichte ( ̃    ) und Massenträgheitskräfte (     ⁄    ), analog zum Vorgehen im letz-
ten Abschnitt erfolgen. Zudem macht wegen der infinitesimalen Deformationen die Berücksichtigung 
deformationsabhängiger Lasten keinen Sinn, weshalb diese Anteile ebenfalls als konstante Größen in 
Bezug auf die gesuchte unabhängige Variable des Verschiebungsfeldes   ̅    ̅(  ) anzusehen sind. Un-
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ter diesen Voraussetzungen folgt die nach dem 2. Glied abgebrochene Form der Taylorreihenentwick-
lung 
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 (Rel. 4-45) 
mit dem linearen Anteil 
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 (Rel. 4-46) 
aus dem die Koeffizienten des zu lösenden Gleichungssystems resultieren. Da der Linearisierungsopera-
tor eine Richtungsableitung darstellt, der im Kontext tensorieller Größen im Wesentlichen eine Diffe-
rentiation nach einem skalaren Parameter beinhaltet, gelten für dessen Anwendung die Regeln der Dif-
ferentialrechnung mehrerer veränderlicher Variablen. Bei der Anwendung des Linearisierungsoperators 
kann daher in den nachfolgenden Berechnungen auf die detaillierte definitionsgemäße Auswertung die-
ses Operators verzichtet werden, weshalb dann nur mehr die Regeln der Differentialrechnung mehrerer 
veränderlicher Variablen anzuwenden sind. 
Unter diesen Annahmen kann der linearisierte Anteil aus der schwachen Form bezüglich infinitesimaler 
Deformationen ausgewertet werden: 
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 (Rel. 4-47) 
Aus (Rel. 4-47) muss noch die Linearisierung des Verschiebungsgradienten (Rel. 2-12), vgl. (Rel. 4-37), 
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 (Rel. 4-48) 
sowie die partielle Ableitung des infiniten Verzerrungstensors nach dem Verschiebungsgradienten 
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berechnet werden. Mit Hilfe dieser Größen kann die Materialtangente ̂     aus dem Integranden der 
linearisierten schwachen Form der Impulsbilanz (Rel. 4-47) eingeführt werden: 
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 (Rel. 4-50) 
Daraus ist ersichtlich, dass es sich bei der infinitesimalen Beschreibung um einen rein linearen Ausdruck 
handelt, welcher im Gegensatz zur Theorie finiter Deformationen (Rel. 4-41) zudem nicht aus zwei (Rel. 
4-36) (Rel. 4-39), sondern nur aus einem Anteil besteht. Für komplexe Theorien höherer Ordnung wird 
deshalb in dieser Arbeit von einer Beschreibung im Rahmen finiter Deformationen abgesehen. 
Abschließend sei darauf hingewiesen, dass sich die Linearisierung des Cauchyschen Spannungstensors 
     auch durch die Linearisierung des infinitesimalen Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors      
ausdrücken lässt, anstatt den Verschiebungsgradienten      hierfür zu verwenden. Diese Eigenschaft 
kann durch die folgende Auswertung des Ausdrucks 
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 (Rel. 4-51) 
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gezeigt werden, der wiederum aus dem elementaren Koeffizientevergleich resultiert. 
4.2 Spezielle Aspekte nichtlokaler Theorien 
Um die bereits erwähnte Komplexität der zur FEM Implementierung notwendigen Linearisierung von 
Ausdrücken höherer Ordnung (hier Spannungstensor     ) in Grenzen zu halten und da zudem die ge-
samte Darstellung der mikrostrukturell motivierten nichtlinearen Konstitutivgleichungen (siehe Ab-
schnitt 3.3) durch infinitesimale kinematische Verzerrungsgrößen ausgedrückt ist, wird in den nachfol-
genden Ausführungen die Nichtlinearität der Deformationskinematik nicht berücksichtigt. 
4.2.1 Darstellung der schwachen Form und Variationsauswertung 
Da die Impulsbilanzgleichung (Rel. 3-57) Terme höherer Ordnung (    ) mit den üblicherweise vorhan-
denen Standardgrößen (   ) in additiver Form verbindet, können die Anteile aus der Standardtheorie, 
welche durch den Cauchyschen Spannungstensor determiniert sind, und jene aus der erweiterten Theo-
rie, die den Spannungstensor höherer Ordnung enthalten, getrennt betrachtet werden. Deshalb wird in 
diesem Abschnitt nur der Anteil der schwachen Form der Impulserhaltung behandelt, welcher durch 
den Spannungstensor höherer Ordnung bestimmt ist. Der Anteil aus der Standardtheorie wurde in den 
vorigen Abschnitten bereits genauer dargestellt. Bezüglich der Linearisierung gilt analoges, sodass auch 
für diese wesentliche Operation ebenso nur der aus der schwachen Form resultierende Anteil des 
Spannungstensors höherer Ordnung genauer untersucht und ausgewertet wird. 
Ausgehend von der erweiterten Form der Impulserhaltungsgleichung (Rel. 3-57) kann der Anteil höhe-
rer Ordnung durch eine Substitution  
 
    
   
 
      
      
        
      
      
 (Rel. 4-52) 
eingeführt und nachfolgend weiter untersucht sowie ausgewertet werden. Der aus dieser Definition re-
sultierende Ausdruck ist nun zur weiteren Verwendung im Rahmen der FEM zu evaluieren: 
   ∫          ∫
      
      
       (Rel. 4-53) 
Ziel der Auswertung ist es eine dem Standardanteil analoge Darstellung zu erhalten, welche mögliche 
vorgegebene Randlasten aus Spannungstensoren höher Ordnung enthalten bzw. beschreiben können. 
Dazu wird in einem Ersten Schritt der Integrand in Gleichung (Rel. 4-53) als modifizierter Ausgangsterm 
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herangezogen, und der innere Ausdruck durch Differentiation weiter ausgewertet: 
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) (Rel. 4-55) 
Aus (Rel. 4-55) resultieren dann folgende Terme 
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 (Rel. 4-56) 
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 (Rel. 4-57) 
Durch Umformung von (Rel. 4-57) kann der Integrand       in (Rel. 4-53) wie folgt dargestellt werden: 
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       (Rel. 4-58) 
In diesem Ausdruck (Rel. 4-58) sind die hier angeführten Substitutionen für weitere Umformungen 
zweckmäßig einzuführen: 
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 (Rel. 4-59) 
Damit kann der Anteil der schwachen Form der Impulsbilanzgleichung (Rel. 4-53) bezüglich des Span-
nungstensors höherer Ordnung      mit 
   ∫          ∫ (  
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 (Rel. 4-60) 
geschrieben werden, wobei     und     identisch sind, was wie folgt beweisbar ist. 
Aus der Symmetriebedingung des Spannungstensors höherer Ordnung           ist durch Indexver-
tauschung 
  
    
     
   
 
   
   
 
     
   
 
   
   
     
     
   
 
   
   
 
     
   
 
   
   
             (Rel. 4-61) 
ersichtlich, dass die beiden Ausdrücke     und     identisch sind und durch eine gemeinsame abkürzen-
de Schreibweise    substituiert werden können. 
Im Weiteren wird der Ausdruck        untersucht, um die Spannungsrandbedingungen höherer Ord-
nung in die schwache Form mit einzubeziehen. Hierbei kann man völlig analog zu den vorherigen Schrit-
ten durch Anwendung der Produktdifferentiation vorgehen: 
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 (Rel. 4-62) 
Rücksubstitution in den Subanteil aus der schwachen Form (Rel. 4-60) führt zusammen mit dem Gauß-
schen Divergenztheorem für Volumenintegrale zu 
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 (Rel. 4-63) 
Da – wie zuvor gezeigt – die beiden Ausdrücke     und     identisch sind, soll für den Fall eines nicht-
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 (Rel. 4-64) 
Die wiederholte Auswertung bezüglich des Subanteils aus der schwachen Form (Rel. 4-60) ergibt zu-
sammen mit dem Gaußschen Divergenztheorem für Volumenintegrale schließlich den folgenden Term: 
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 (Rel. 4-65) 
Der letzte Substitutionsausdruck    aus (Rel. 4-59) kann zu 
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) (Rel. 4-66) 
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umgeformt und die daraus erhaltenen Terme weiter ausgewertet werden: 
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 (Rel. 4-67) 
Aus den beiden Evaluationen (Rel. 4-67) geht hervor, dass noch ein letzter Ausdruck 
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der Umformung mittels Produktdifferentiation unterzogen werden muss 
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 (Rel. 4-69) 
um diesen Term (Rel. 4-69) für die Anwendung des Gaußschen Integralsatzes zu präparieren: 
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 (Rel. 4-70) 
Daraus folgt schließlich die weiter verwendbare Darstellung 
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  (Rel. 4-71) 
Aus (Rel. 4-58) bzw. (Rel. 4-60) ergibt sich die Rücksubstitution der Größe     
    
      
      
              
    
      
                 
    
      
 (Rel. 4-72) 
zur Bestimmung des Volumenintegrals desselben Terms: 
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 (Rel. 4-73) 
Durch Einsetzten von (Rel. 4-71) in das Volumenintegral (Rel. 4-73) ist dieses wie folgt darstellbar: 
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 (Rel. 4-74) 
Mit (Rel. 4-74) kann jener Gesamtanteil   der schwachen Form der Impulsbilanzgleichung (Rel. 4-60) 
bezüglich des Spannungstenors höherer Ordnung      durch einfache Rücksubstitution sämtlicher zuvor 
ermittelter Subanteile bestimmt werden: 
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 (Rel. 4-75) 
Damit ergibt sich durch Umrechnung des Ausdrucks (Rel. 4-75) die vorläufige Endform des erweiterten 
Anteils der schwachen Form   (Rel. 4-60) in der Darstellung durch die vektorielle Testfunktion    und 
deren Ableitungen: 
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 (Rel. 4-76) 
Hierin beschreibt das Volumenintegral das durch die vorgegebenen eingeprägten Lasten induzierte 
Spannungsfeld, und das Oberflächenintegral die äußeren Belastungen, welche auf den Rand des Grund-
gebiets einwirken. Aus dem Oberflächenintegral ist zudem ersichtlich, dass neben den Spannungen hö-
herer Ordnung auch die Divergenz derselben Spannungen höherer Ordnung vorzugeben ist, um so ein 
Problem eindeutig und vollständig zu beschreiben. 
Es ist sinnvoll die Terme welche die äußeren Randlasten repräsentieren durch folgende Substitutionen 
   
   
     
   
      
           (Rel. 4-77) 
definierend einzuführen. Darin stellt   
  eine Randlastendetermination dar, welche die Änderungen 
der Spannungen höherer Ordnung entlang der Koordinatenrichtungen bezüglich des Oberflächennor-
malenvektors    beschreibt, und    
  bestimmt die Vorgabe der Spannungen höherer Ordnung bezüg-
lich der Oberflächennormalen   . Damit kann die schwache Form auch mit den eingeführten und im 
Allgemeinen vorgegebenen Randlasten   
 ,    
  durch die zentrale Gleichung 
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 (Rel. 4-78) 
ausgedrückt werden. Man beachte, dass die vorgegebenen Randspannungen    
  höherer Ordnung 
keinen symmetrischen Tensor zweiter Stufe darstellen müssen, was unmittelbar aus der Indexkontrak-
tion in (Rel. 4-77) ersichtlich ist. 
Abschließend wird noch auf die äquivalente Darstellung des Anteils der schwachen Form bezüglich des 
Spannungstensors höherer Ordnung in Relation zur Formulierung mittels virtueller Verschiebungen im 
Kontext von Variationsformulierungen genauer eingegangen (vgl. Abschnitt 3.2). Aus der Definition des 
Verzerrungsgradiententensor (Rel. 3-34) kann der Anteil der schwachen Form   (Rel. 4-76) bzw. (Rel. 
4-78), welche aus den Spannungen höherer Ordnung resultiert, unter Zuhilfenahme des Variationsope-
rators (Rel. 4-8) umgeschrieben werden. Es sei hier nochmals darauf verwiesen, dass die eigentlich un-
bekannte Größe das Verschiebungsfeld    darstellt, welches eine Funktion des Ortes ist: 
     ̂ (  ) (Rel. 4-79) 
Das in (Rel. 4-79) unbekannte Verschiebungsfeld    stellt im Kontext des Anteils der schwachen Form  , 
welcher wiederum als Funktionalausdruck angesehen werden kann, eine unabhängige Größe dar, be-
züglich der die Variationsoperationen durchzuführen sind. Daraus resultieren bei der Formulierung mit-
tels eines Gesamtpotenzialfunktionals dieselben Gleichungen, die man aus der Methode der gewichte-
ten Residuen erhält. 
Die erste Variation des Verschiebungsfeldes ist durch elementares Einsetzen in die Definition des Varia-
tionsoperators einfach bestimmbar und durch den folgenden Ausdruck gegeben: 
   ̂ (  )        
 
  
[( ̂ (  )     ̂ (  ))]         ̂ (  )   ̂ (  )     (Rel. 4-80) 
Geht man davon aus, dass die Differentiationsreihenfolge vertauschbar ist, so folgt unmittelbar aus der 
Definition des Verzerrungsgradiententensors die Symmetrie desselben: 
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  ̂   (  )       (Rel. 4-81) 
Führt man nun die erste Variation des symmetrischen Verzerrungsgradiententensor (Rel. 4-81) aus, so 
ergibt sich durch Einsetzen in die Definitionsgleichung der Variation 
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] (Rel. 4-82) 
und Auswerten der Ausdruck 
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Daraus erhält man durch Vertauschung der Differentiationsreihenfolge 
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und einfache Evaluierung schließlich folgende Darstellung: 
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 (Rel. 4-85) 
Aus obigen Ausdruck (Rel. 4-85) lässt sich zusammen mit der ersten Variation des Verschiebungsfeldes 
    (Rel. 4-80) sowie aus dessen Gradienten      (Rel. 4-10) der Anteil der schwachen Form (Rel. 4-78) 
bezüglich des Spannungstensors höherer Ordnung folgendermaßen reformulieren: 
   ∫               ∫ (   
         
      )     (Rel. 4-86) 
Darin ist eine zur Standardbeschreibung (Rel. 4-43) analoge Darstellung zu erkennen, welche den Anteil 
der schwachen Form des Cauchyschen Spannungstensors zweiter Stufe berücksichtigt. 
4.2.2 Ermittlung der Linearisierung 
Da es sich bei dem skalenabhängigen Materialmodell um ein nichtlineares Stoffgesetz handelt (vgl. Ab-
schnitt 3.3), kann das resultierende Gleichungssystem im Rahmen der FEM nur in einem iterativen Lö-
sungsprozess numerisch berechnet werden. Dazu wird ein Newtonverfahren herangezogen, wofür die 
Linearisierung von   (Rel. 4-86), der den Anteil der schwachen Form bezüglich des Spannungstenors 
höherer Ordnung darstellt, zu bestimmen ist. Hierbei ist es zweckmäßig den in Abschnitt 4.1.3 einge-
führten Linearisierungsoperator (Rel. 4-30) zu verwenden, der wie der Variationsoperator im Wesentli-
chen eine Richtungsableitung darstellt. Dieser Operator ergibt sich aus dem linearen Glied der inkre-
mentellen Form der Taylorreihenentwicklung, vgl. (Rel. 4-28). Da aufgrund des gewählten Beschrei-
bungsansatzes das Verschiebungsfeld    die eigentliche Unbekannte darstellt und somit formal als va-
riable Größe bezüglich der Linearisierungsoperationen anzusehen ist, ist es in den folgenden Ausfüh-
rungen zur verkürzten Schreibweise zweckmäßig wieder die reduzierte Notation (Rel. 4-31) zu verwen-
den. Aus der Definition des Linearisierungsoperators ist zudem erkennbar, dass dieser die fundamenta-
len Eigenschaften der Differentialrechnung erfüllen muss, wie beispielsweise Produktregel, Kettenregel 
usw.  
Im Weiteren ist es sinnvoll, den Spannungstensor höherer Ordnung      im Kontext des Linearisie-
rungsprozesses als Funktion unterschiedlicher Größen anzusehen, wie bspw. vom (gesuchten) Ver-
schiebungsfeld    oder aber auch von diesem wiederum abhängigen Verzerrungsfeld     bzw. dessen 
Gradienten     , etc.: 
       ̂   ( ̂ (  ))   ̂   (  )     (Rel. 4-87) 
Mit der Anwendung der Linearisierungsoperation auf   (Rel. 4-86) folgt unmittelbar der Ausdruck, der 
dann im Rahmen der FEM die Koeffizientenmatrix des zu lösenden Gleichungssystems determiniert: 
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 (Rel. 4-88) 
Für verformungsunabhängige äußere Randlasten folgt wiederum, dass die Spannungsgrößen   
 ,    
  
am Rand des Gebiets nur Funktionen vom Ort und nicht vom gesuchten Verschiebungsfeld    sein kön-
nen. Daraus resultiert unmittelbar, dass der linearisierte 2. Term in obiger Gleichung (Rel. 4-88) ver-
schwindet, womit man durch Einsetzen und Auswerten den Ausdruck 
     ∫  ̂   ( ̂ (  ))    ̂   (  )    ∫   ̂   ( ̂ (  ))    ̂   (  )    (Rel. 4-89) 
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erhält. Die Darstellung des linearisierten Spannungstensors höherer Ordnung       erfolgt zweckmäßi-
gerweise durch die partiellen Ableitungen der verwendeten Verzerrungstensoren     sowie deren Gra-
dienten     , was aber an dieser Stelle noch nicht in der gerade beschriebenen Form berücksichtigt 
worden ist. Dazu wird für den erweiterten Anteil der Spannungs- Verzerrungsbeziehung, resultierend 
aus den Ausführungen bezüglich des mikrostrukturell motivierten Konstitutivgesetzes (vgl. Abschnitt 
3.3), folgende Darstellungsweise angenommen: 
        ̂   (  ̂ ( ̂ (  ))  ̂   ( ̂ (  )))    ̂   (  ̂ ( ̂  ( ̂ (  )))   ̂   ( ̂ (  ))) (Rel. 4-90) 
Mit Hilfe dieser Ansätze lässt sich die Linearisierung   von      durch verschiedene Darstellungsformen 
beschreiben, welche jedoch ganz spezifische unterschiedliche Abhängigkeiten beschreiben, wobei die 
angesetzten Argumente Größen darstellen, welche die Deformationszustände entsprechend quantifi-
zieren. Anders ausgedrückt ist eine Notation des Konstitutivgesetzes zu verwenden, welche die spezifi-
schen Eigenschaften des Materialmodells zweckmäßig abbildet. 
Aus der hier gewählten und an das Materialmodell der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ 
zweckmäßig angepassten Darstellung des Konstitutivgesetzes folgt für die Linearisierung der Spannun-
gen höherer Ordnung 
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 (Rel. 4-91) 
eine Summe aus zwei Anteilen, die jeweils aus den Abhängigkeiten der infinitesimalen Verzerrungen 
    sowie deren Gradienten      resultieren. Hierin bezeichnet man analog zum Abschnitt 4.1.3 die 
partiellen Ableitungen des Spannungstensors höherer Ordnung      nach dem infinitesimalen Verzer-
rungstensor     sowie dessen Gradienten      als Materialtangenten. Diese Materialtangenten wer-
den mit der verkürzten Notation 
       
   
  ̂   (        )
    
       
 
  
  ̂   (        )
     
 (Rel. 4-92) 
dargestellt und sind offensichtlich Tensoren 5. (       
 ) bzw. 6. Stufe (        
 
). Die Auswertung der 
Ableitungen dieser Tensoren wird in dieser Arbeit nicht genauer spezifiziert, da die hierzu notwendigen 
Berechnungen sehr aufwändig sind und deshalb mittels eines Computer Algebra Systems (CAS) durch-
geführt wurden. Aus den durch das CAS (Wolfram, 2003) ermittelten Ausdrücken wurde in einem wei-
teren Schritt automatisch der Quellcode für die Materialtangenten generiert, der dann bei der FEM Im-
plementierung weiter verwendet wurde. 
Die Linearisierung des infinitesimalen Verzerrungstensors      wurde schon in (Rel. 4-48) berechnet, 
wobei in diesem Zusammenhang auch die Ableitung des infinitesimalen Verzerrungstensors     nach 
dem Verschiebungsgradienten    bestimmt worden ist (Rel. 4-49). Zudem kann auch an diesem Zu-
sammenhang die Linearisierung des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors (Rel. 4-51) verwendet 
werden, da sich dieser elementar durch den Verschiebungsgradienten ausdrücken lässt. Damit kann 
man die Linearisierung des Spannungstensors höherer Ordnung in äquivalenter alternativer Form dar-
stellen: 
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      (Rel. 4-93) 
Für den Verzerrungsgradiententensor     , welcher in der vorliegenden Arbeit eine der zentralen Grö-
ßen im skalenabhängigen Materialmodell ist, kann die Linearisierung, aus der Definition dieses Opera-
tors resultierend, ebenfalls durch folgende elementare Rechnungen 
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 (Rel. 4-94) 
und weitere Umformungen 
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schließlich mit 
   ̂   ( ̂ (  ))  
    ̂ (  )
      
   ̂   (  )        (Rel. 4-96) 
angegeben werden. Somit ist die Linearisierung der schwachen Form (Rel. 4-89) bezüglich des Span-
nungstenors höherer Ordnung durch Rücksubstitution der eben berechneten Ausdrücke (Rel. 4-91), 
(Rel. 4-92) und (Rel. 4-93) sowie (Rel. 4-48) und (Rel. 4-49) durch 
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 (Rel. 4-97) 
gegeben. 
Abschließend ist es wichtig darauf zu verweisen, dass bei der hier beschriebenen Vorgehensweise die 
Abhängigkeiten der Cauchyspannungen  ̂  (        ) von den infinitesimalen Verzerrungsgrößen     
und deren Gradienten      formal angesetzt und berücksichtigt werden muss. Da aber der Spannungs-
tensor des Standardanteils     keine Funktion des Verzerrungsgradienten  ̂  (   ) ist (siehe Abschnitt 
3.3), verschwindet der entsprechende Teil des Tangentenmoduls, weshalb nur die Steifigkeit 
 ̂    (   ) (Rel. 4-50) aus dem im Abschnitt 4.1 beschriebenen Ansatz miteinzubeziehen ist. 
4.3 Beschreibung und Darstellung der Elementdiskretisierung 
Ein wesentlicher Teil der finiten Element Methode (FEM) besteht in der Diskretisierung des räumlichen 
Gebiets auf dem das (gekoppelte) partielle Differentialgleichungssystem zu lösen ist. Die einzelnen Teil-
bereiche in dieser Diskretisierung werden als Elemente bezeichnet. Die Diskretisierung muss dabei be-
stimmten Bedingungen genügen, wobei eine wesentliche Anforderung dadurch gegeben ist, dass die 
Vereinigungsmenge aller Elemente das Gesamtgebiet abbildet. Zudem müssen die Elemente paarweise 
zueinander disjunkt sein, was anschaulich so zu interpretieren ist, dass kein Teilbereich von verschiede-
nen Elementen mehrfach abgebildet bzw. beschrieben werden darf. Innerhalb jedes Elements wird eine 
dem Problem angepasste Ansatzfunktion gewählt, welche die zu erwartende Lösung des (Mehr-
)Feldproblems ausreichend gut approximieren kann. Die Wahl dieser Funktionen hat zusammen mit der 
Art der Elementformulierung (bspw. gemischte Elementformulierung mit statischer Kondensation der 
Freiheitsgrade (Schwarz, 1980), Inkompressibilität, konform- und nichtkonforme Elemente, etc. …) ei-
nen entscheidenden Einfluss auf das Konvergenzverhalten des resultierenden Gesamtgleichungssys-
tems sowie auf die Genauigkeit der Lösung. Folglich ist das gesamte zu beschreibende (gekoppelte) par-
tielle Differentialgleichungssystem sowie deren zugeordnete schwache Form im Element enthalten 
bzw. abgebildet und muss in entsprechenden Elementroutinen im Rahmen eines FEM-Softwarepakets 
implementiert werden. Dafür haben sich im Laufe der Zeit zweckmäßige Vorgehensweisen etabliert die 
teilweise in einer eher allgemeineren Form in diesem Abschnitt beschrieben werden. Die Methoden, 
Vorgehensweisen und Ansätze, welche sich durch die Entwicklung und Anwendung der FEM etabliert 
und als zweckmäßig sowie vorteilhaft erwiesen haben, werden als Finite Element Technologie bezeich-
net. Diese kann als eigenständige Disziplin im Rahmen der FEM angesehen werden und beschäftigt sich 
schwerpunktmäßig mit der softwaretechnischen Umsetzung sowie effizienten Algorithmen bei der Lö-
sung der immer komplexer werdenden, meist gekoppelten und stark nichtlinearen Problemklassen 
(Smith & Griffiths, 2005), (Schwarz, 1991). 
Da sich die Ausführungen in diesem Abschnitt auf die Ebene eines einzelnen Elementes beziehen, wer-
den im Nachfolgenden nur die allgemein gültigen Zusammenhänge erläutert, um so ein generelles Kon-
zept für die Implementierung spezieller Elementtypen bereitzustellen. Hierzu kommt das bewährte iso-
parametrische Konzept zur Anwendung, mit dem die Evaluierungen in einem transformierten Einheits-
gebiet durchgeführt werden, wodurch sich die durchzuführenden Operationen vereinheitlichen und 
vereinfachen lassen. Abschließend soll noch kurz erwähnt werden, was man unter dem Terminus „iso-
parametrischen Konzept“ versteht. Grundsätzlich werden bei dieser Beschreibungs- bzw. Darstellungs-
weise die gleichen Ansatzfunktionen - und somit dieselben Formfunktionen - sowohl für die Variablen-
transformation als auch für die gesuchte Feldgröße verwendet. 
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4.3.1 Ansatzfunktionen und Variablentransformation 
Um das resultierende nichtlineare Gesamtgleichungssystem im Rahmen der FEM aufstellen zu können, 
müssen auf Elementebene Integrale der schwachen Form bestimmt bzw. ausgewertet werden, welche 
sich sowohl aus Anteilen der Standard- (Rel. 4-50) als auch der erweiterten Theorie höherer Ordnung 
(Rel. 4-97) zusammensetzen. Die unterschiedlichen Anteile der schwachen Form der Impulsbilanzglei-
chung müssen überall innerhalb des zu beschreibenden Gebiets Gültigkeit haben. Folglich sind auch auf 
Elementebene (   ) die Ausdrücke (Rel. 4-50) und (Rel. 4-97) zu erfüllen, womit man nachfolgende 
Terme erhält: 
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 (Rel. 4-98) 
Hierin sind die kinematischen Größen    ̂ (  
 
 (  
 
 )) bzw.    ̂ (  
 
 )  und      (  
 
 (  
 
 )) 
bzw.   ̂   (  
 
 ), welche die Linearisierung bzw. erste Variation des Verzerrungstensors und dessen 
Gradienten darstellen, durch eine entsprechende Linearkombination aus Formfunktionen anzusetzen, 
die dann die Elementansatzfunktion repräsentiert. Die hier nachfolgend eingeführten Formfunktionen 
      ̃ (  ) (Rel. 4-99) 
sind zweckmäßigerweise in einem transformierten   -Raum definiert, wobei die Variablentransformati-
on durch das isoparametrische Konzept mit 
       ̃
 




    (Rel. 4-100) 
festgelegt ist. Dabei symbolisiert    die Anzahl der Elementknoten, und   
 
  die Knotenkoordinaten des 
Elements. Zusätzlich wird verlangt, dass die transformierten Koordinaten auf das Intervall 
    [     ]    [     ]  [     ]
     mit        (Rel. 4-101) 
abgebildet werden sollen damit sich die nachfolgenden numerischen Operationen stets auf ein einheit-
lich und geometrisch einfach zu behandelndes Gebiet beschränken. Für die Form der Ansatzfunktion 
(Linearkombination) ist es essentiell, dass die Formfunktionen   bezüglich des assoziierten Knotens   
im entsprechenden Knotenpunkt den Wert Eins (=1) annimmt, wohingegen die Formfunktion in den 
anderen Knotenpunkten verschwinden muss (=0). Damit wird sichergestellt, dass die Eckpunkte des 
Elements, welche stets auch Elementknoten darstellen, auf Eckpunkte im transformierten Raum mit 
den Koordinaten +1 oder -1 abgebildet werden. In diesem Zusammenhang ist es auch wichtig zu verlan-
gen, dass die Formfunktionen der Bedingung 
    [     ]    {   
 } (Rel. 4-102) 
genügen. Geht man von der Annahme der eindeutigen Umkehrbarkeit der eben eingeführten Koordina-
tentransformation aus, so können die folgen Zusammenhänge 
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 ) (Rel. 4-103) 
und Definitionen festgehalten werden. 
Zusätzlich sind an die Differenzierbarkeit der Formfunktionen noch bestimmte Anforderungen zu stel-
len, welche in unmittelbaren Zusammenhang mit dem zu beschreibenden Feldproblem stehen. Auf sie 
wird hier nicht genauer eingegangen, sie haben jedoch auf die Existenz von Lösungen, die Stabilität der 
Numerik und die Konvergenz der FEM einen entscheidenden Einfluss. Aufgrund des isoparametrischen 
Konzepts ist auch das in jedem Newton-Iterationsschritt gesuchte Inkrement des Verschiebungsfeldes 
    mittels der Ansatzfunktionen   in analoger Weise durch 
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    (Rel. 4-104) 
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auf Elementebene definiert. An dieser Stelle ist es wichtig darauf zu verweisen, dass hier der griechi-
sche Buchstabe   Teil der (unbekannten) Symbole      bzw.   ̃
 
 (  ) und    
 
  ist, und nicht als Ope-
rator zu interpretieren ist. Dabei stellen die Symbole      bzw.   ̃
 
 (  ) die gesuchten Funktionen an 
sich, und die Variablen    
 
  die unbekannten skalaren Größen dar, welche später aus dem nichtlinea-
ren Gleichungssystem ermittelt werden. Die Formfunktionen  ̃(  ) werden problemspezifisch ange-
setzt, und sind somit als bekannt anzusehen. Aus diesem Ansatz für das Verschiebungsinkrement ist es 
leicht nachvollziehbar, dass das Verschiebungsfeld des Gesamtproblems durch 
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    (Rel. 4-105) 
darstellbar ist, weil in jedem Newton-Iterationsschritt ein additiver Update aus den Verschiebungs-
inkrementen erfolgt. Wegen der eindeutigen Umkehrbarkeit der Koordinatentransformation (Rel. 
4-103) müssen die folgenden Definitionsgleichungen 
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 (Rel. 4-106) 
gelten. 
Das Konzept der FEM basiert im Wesentlichen auf der Methode der gewichteten Residuen, bei dem 
sich die Ansatzfunktionen bezüglich der gesuchten Feldgröße von den Ansätzen für die Gewichts- bzw. 
Testfunktionen im Allgemeinen unterscheiden. Eine spezielle Adaption dieser Methode ist das Verfah-
ren nach Galerkin, bei dem die Typen der Ansatzfunktionen der Feldgrößen mit denen der Gewichts-
funktionen identisch sind. Im nächsten Schritt wird nun die Integration der Terme (Rel. 4-98) 
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 (Rel. 4-107) 
bezüglich der transformierten Koordinaten    reformuliert. Hierdurch resultieren auf Elementebene die 
Ausdrücke 
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 (Rel. 4-108) 
woraus man schließlich die Terme 
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 (Rel. 4-109) 
mit 
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 (Rel. 4-110) 
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erhält. Aus der Analysis ist bekannt, dass sich bei der gegebener Variablentransformation (Rel. 4-100) 
bzw. (Rel. 4-103) die Integrale aus (Rel. 4-109) durch 
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 (Rel. 4-111) 
darstellen lassen. Hierbei beschreibt die Größe 
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 (Rel. 4-112) 
die Funktionalmatrix (auch Jacobimatrix genannt), und    das zu integrierende elementbezogene Ein-
heitsgebiet im transformierten   -Raum. Die Jacobimatrix lässt sich mit Hilfe der Variablentransforma-
tion (Rel. 4-100) auch durch den Ausdruck 
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 (    )   ̂  
 (  ̃  (  ))    ̃  
 (  ) (Rel. 4-113) 
darstellen. 
4.3.2 Elementformulierung kinematischer Größen 
In diesem Unterabschnitt werden die Variations- und Linearisierungsoperationen der verschiedenen ki-
nematischen Größen bezüglich der noch allgemein gehaltenen Ansatzfunktionen für die erweiterte und 
standardisierte Theorie unter Miteinbeziehung der zuvor eingeführten Einheitskoordinatentransforma-
tion (vgl. Abschnitt 4.3.1) reformuliert. 
4.3.2.1 Erweiterte Theorie höherer Ordnung 
Im Folgenden wird die linearisierte Größe des Verzerrungsgradienten genauer untersucht, welche durch 
Einsetzen der Variablentransformationsbeziehung (Rel. 4-100) auf Elementebene durch (Rel. 4-110) 
bzw. den Ausdruck 
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dargestellt werden kann. Dies ist möglich, da die unterschiedlichen Anteile der schwachen Form der 
Impulsbilanzgleichung überall innerhalb des zu beschreibenden Gebiets Gültigkeit haben müssen und 
somit auch auf Elementebene zu erfüllen sind. Aus der Annahme der eindeutigen Umkehrbarkeit der 
Koordinatentransformation (Rel. 4-103) resultiert wiederum nachfolgende äquivalente Darstellungs-
form: 
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Durch Anwenden der Kettenregel auf diesen Term (Rel. 4-115) erhält man 
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] (Rel. 4-116) 
woraus mit wiederholter Differentiation nach der Produkt- und Kettenregel schließlich 
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 (Rel. 4-117) 
hervorgeht. 
Wichtig bei der Bestimmung der partiellen Ableitungen nach den Ortskoordinaten    ist die Tatsache, 
dass die Formfunktionen - und somit auch die Koordinatentransformationsvorschrift - nur durch die 
transformierten Einheitskoordinaten    ausgedrückt wird. Da eine explizite Umkehrung der Koordina-
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tentransformation (Rel. 4-103) zu aufwendig ist, weil dies im Allgemeinen auf die Lösung eines nichtli-
nearen Gleichungssystems führt, ist man bestrebt die Ableitungen nach den Ortskoordinaten durch je-
ne der Einheitskoordinaten im transformierten Raum auszudrücken, was unter Zuhilfenahme der Funk-
tionalmatrix auch durchgeführt werden kann. Dazu geht man von der Identität 
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     (Rel. 4-118) 
aus, aus der mittels elementarer Differentiation die fundamentale Beziehung 
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 (Rel. 4-119) 
gewonnen wird. D. h., die Ableitungen der transformierten Einheitskoordinaten nach den Ortskoordina-
ten    kann durch die bereits eingeführte Jakobimatrix ausgedrückt werden. Für die Inversion der Ja-
cobimatrix kann auch eine Darstellung der Abhängigkeit von den Ortskoordinaten gefunden werden, 
woraus folgender Ausdruck resultiert: 
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Nun sind noch die zweiten partielle Ableitungen in (Rel. 4-120) umzuschreiben, welche aus der prob-
lembezogenen Tatsache resultieren, dass der Verzerrungsgradiententensor      auftritt. Hierfür zieht 
man die eben gewonnene Beziehung (Rel. 4-120) 
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 (Rel. 4-121) 
heran und differenziert diese (Rel. 4-121) ein weiteres Mal nach den elementbezogenen Ortskoordina-
ten   , womit man den Term 
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 (Rel. 4-122) 
Erhält. Er führt durch weitere Auswertung schließlich zum Ausdruck 
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 (Rel. 4-123) 
Darin ist die Ableitung der Inversion der Funktionalmatrix enthalten, die man aus der Identität 
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 (Rel. 4-124) 
bestimmen kann. Durch Rücksubstitution von (Rel. 4-119) und (Rel. 4-124) in (Rel. 4-123) lassen sich die 
zweiten partiellen Ableitungen der transformierten Einheitskoordinaten    nach den globalen Ortsko-
ordinaten    mit 
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   (Rel. 4-125) 
bestimmen, worin die Größe 
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       (Rel. 4-126) 
definierend eingeführt worden ist. Dadurch ist es möglich die Linearisierung des Verzerrungsgradien-
tentensors       (Rel. 4-117) in den Ausdruck 
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   (Rel. 4-127) 
umzuformen, wobei dieser Term (Rel. 4-127) symbolisch nur mehr elementar ermittelbare Größen ent-
hält. 
Da der Linearisierungs- und Variationsoperator Richtungsableitungen darstellt und deshalb formal ge-
sehen völlig analoge Definitionen aufweisen, ist die Struktur eines Ausdrucks, der entweder durch Line-
arisierung oder durch Variation aus ein- und demselben Term resultiert, identisch. Das bedeutet, dass 
bei Änderung der Operation bezüglich des gleichen Ausdrucks nur die entsprechenden Größen im Re-
sultat vertauscht werden müssen. Folglich sind beim Übergang vom Linearisierungs- auf den Varia-
tionsoperator für denselben Ausgangsterm die Inkremente der unbekannten Größen durch die entspre-
chenden Testfunktionen im Ergebnisterm zu ersetzen. Auch bei der Umkehrung dieses Vorgangs kann 
man völlig analog vorgehen, indem man die Testfunktionen aus der Variation durch die Inkremente der 
unbekannten Größen bezüglich der Linearisierung ersetzt. Mit diesen elementaren, aber sehr nützli-
chen Tatsachen, reduzieren sich die Berechnungen zur ersten Variation der kinematischen Verzerrungs-
größen erheblich. Im Folgenden wird bei der Anwendung dieser Tatsache meist von der Operatoranalo-
gie bzw. der Analogie der Operatoren gesprochen. 
Bei Verwendung des Galerkin-Verfahrens, welches in dieser Arbeit zur Anwendung kommt, werden die 
gleichen Ansätze bezüglich der Testfunktionen wie bei den unbekannten ortsabhängigen Feldgrößen 
verwendet, wodurch schließlich auf Elementebene für die Gewichtsfunktionen der Ausdruck 
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    (Rel. 4-128) 
gesetzt werden kann. Dabei sind die Symbole    
  beliebige reellwertige skalare Faktoren. Aus der Varia-
tion des Verzerrungsgradiententensors       kann auf Elementebene definitionsgemäß mit 
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   ̃   (  ) (Rel. 4-129) 
angeschrieben werden, da dieser Ausdruck global auf dem Gebiet Gültigkeit besitzt, in dem die Feld-
gleichungen zu lösen sind. Aus der zuvor beschriebenen Operatoranalogie folgt sofort der Ausdruck für 
die Variation des Verzerrungsgradiententensors als Funktion der transformierten Raumkoordinaten    
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Damit sind die Terme bezüglich der Theorie höherer Ordnung in eine für die FEM verwertbare Form ge-
bracht, womit eine Basis zur Implementierung vorhanden ist. Auf die noch ausstehende Größe der Li-
nearisierung des infinitesimalen Verzerrungstensors    ̂ (  ̂
 
 (  
 
 )) wird im Abschnitt 4.3.2.2 einge-
gangen. 
4.3.2.1.1 Darstellung mittels Formfunktionen 
Da im Rahmen der FEM im Allgemeinen ein nichtlineares Gleichungssystem zu lösen ist, bei dem die 
unbekannten Knotengrößen in einem iterativen Prozess zu berechnen sind, müssen diese in das Ge-
samtproblem eingearbeitet bzw. in die Formulierung mit aufgenommen werden. Dieser Sachverhalt 
wird im nachfolgenden kurz skizziert, wobei die Ansatzfunktionen in Gestalt der Linearkombination von 
Formfunktionen in den Ausdruck der Linearisierung des Verzerrungsgradiententensors eingesetzt wer-
den. Dadurch erhält man aus (Rel. 4-127) den Term 
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 (Rel. 4-131) 
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worin die darin enthaltenen Substitutionen folgendermaßen definiert sind: 
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 (Rel. 4-132) 
Weitere Auswertung von (Rel. 4-131) durch Differentiation führt zu einem Ausdruck folgender Form 
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    (Rel. 4-133) 
Definiert man noch die zusätzlichen Substitutionen 
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 (Rel. 4-134) 
so können weitere Umformungen mit Einsetzen von (Rel. 4-132) und (Rel. 4-134) in (Rel. 4-133) durch-
geführt werden, was zu den Ausdrücken 
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 (Rel. 4-135) 
führt, woraus letztendlich der Term 
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    (Rel. 4-137) 
resultiert. Aufgrund der Tatsache, dass die Ansatzfunktionen bezüglich der Verschiebungsinkremente 
mit jenen der Gewichtsfunktionen formal übereinstimmen, kann aufgrund der Operatoranalogie für die 
Variation des Verzerrungsgradiententensors sofort der nachfolgende Ausdruck, 
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 (Rel. 4-138) 
basierend auf dem Ergebnis der Linearisierung (Rel. 4-136), angegeben werden. 
4.3.2.2 Standardtheorie 
Mit der analogen Begründung wie zu Beginn des Abschnitts 4.3.1 sind auf Elementebene Integralaus-
drücke auszuwerten, die kinematische Verzerrungsgrößen der Standardtheorie beinhalten. Mit densel-
ben Ansatz- und Formfunktion sowie der gleichen Koordinatentransformation wie im Abschnitt 4.3.1 
kann für die Linearisierung des linearen Verzerrungstensors    ̂ (  ̂
 
 (  
 
 )) der Ausdruck 
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 (Rel. 4-139) 
angegeben werden, woraus 
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 (Rel. 4-140) 
folgt. Hierin (Rel. 4-140) ist wiederum der Term 
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   (Rel. 4-141) 
nach der Kettenregel zu differenzieren und auszuwerten, womit dann für die Linearisierung des infinite-
simalen Verzerrungstensor der Ausdruck 
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  ] (Rel. 4-142) 
hervorgeht, und somit eine leicht zu bestimmende Darstellung zur Verfügung steht. 
Die erste Variation des linearen Verzerrungstensors ist auf Elementebene mit der üblichen Argumenta-
tion durch 
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 (Rel. 4-143) 
darstellbar, woraus mit denselben Ansätzen für die Gewichtsfunktionen wie im Abschnitt 4.3.1 und 
durch Anwendung der Operatoranalogie der Term 
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  ] (Rel. 4-144) 
resultiert. Damit sind alle für die Implementierung im Rahmen der FEM notwendigen Ausdrücke be-
stimmt. Diese Terme müssen nur noch für explizite Form- bzw. Ansatzfunktionen ausgewertet, und in 
Matrix-Vektor Notation restrukturiert sowie dann in Programmcode umgesetzt werden. 
4.3.2.2.1 Darstellung mittels Formfunktionen 
Zum Aufstellen des Gesamtgleichungssystems im Rahmen der FEM werden die Formulierungen unter 
expliziter Miteinbeziehung einzelner Terme der Formfunktionsdarstellung aus den Anteilen der schwa-
chen Form bezüglich der Standardtheorie reformuliert bzw. restrukturiert. Durch Einsetzen der Ansatz-
funktionen erhält man für die Linearisierung des infinitesimalen Verzerrungstensors 
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 (Rel. 4-145) 
woraus durch Auswerten 
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 (Rel. 4-146) 
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und mit den Substitutionen 
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 (Rel. 4-147) 
schließlich der Ausdruck 
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 (Rel. 4-148) 
folgt. In gleicher Weise erhält man wegen Verwendung der völlig analogen Ansatz- bzw. Formfunktio-
nen für die Variation des inifinitesimalen Verzerrungstensors den äquivalenten Term 
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 (Rel. 4-149) 
welcher ebenso die eingeführten Tensoren     enthält. 
4.4 Gesamtformulierung auf Elementebene zur allgemeinen softwaretechni-
schen Implementierung 
Ziel dieses Abschnitt ist es, eine Darstellung für die Anteile der Steifigkeitsmatrizen bereitzustellen, die 
als Grundlage verwendet wird, um ein Element mit variabler Knotenanzahl für Lagrangesche Ansatzpo-
lynome variablen Grades zu implementieren. Im numerischen Lösungsprozess der FEM werden Steifig-
keits- bzw. Elementsteifigkeitsmatrizen benötigt. Die Anteile der Elementsteifigkeitsmatrizen sind 
Blockmatrizen, die wiederum aus den tensoriellen Verknüpfungen und Kontraktionen der Indizes durch 
Restrukturierung aufgebaut werden. Dadurch entsteht zwar bei symmetrischen Problemen mehr Re-
chenaufwand, da die symmetrischen Anteile bei den Indexoperationen ebenfalls mit berechnet werden. 
Hinzu kommt noch ein zusätzlicher Aufwand, der durch die Umstrukturierung der mehrstufigen Tenso-
ren entsteht, wobei dieser in Relation zur numerischen Auswertung relativ gering ist. Auch der Perfor-
mance-Nachteil bezüglich der symmetrischen Anteile ist gegenüber der einheitlichen Behandlungsweise 
von verschiedensten Elementen und der weiteren Verwendung der Indexnotation vertretbar. Die Ver-
wendung der Indexnotation ist deshalb zu bevorzugen, da bei der Implementierung die Beziehungen 
aus der Herleitung direkt übernommen werden können, und nicht noch eine zusätzliche vorher durch-
zuführende symbolische Reformulierung auf Matrix-Vektor Notation (bspw. Voigt Notation) erfolgen 
muss, welche eine weitere Fehlerquelle darstellt. 
4.4.1 Anteile aus erweiterter Theorie 
Mittels Einsetzen der kinematischen Größen, welche im letzten Abschnitt 4.3 durch Linearkombinatio-
nen der Formfunktionen ausgedrückten worden sind, in die verschiedenen Anteile der schwachen 
Form, können die entsprechenden Einträge der Elementsteifigkeitsmatrizen gewonnen werden. Für den 
ersten Anteil bezüglich der erweiterten Theorie erhält man über (Rel. 4-111), (Rel. 4-138) und (Rel. 
4-148) den Term 
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 (Rel. 4-150) 
aus dem durch Auswertung 
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 (Rel. 4-151) 
folgt. Weitere Umrechnungen führen zu 
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 (Rel. 4-152) 
woraus dann 
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 (Rel. 4-153) 
mit 
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 (Rel. 4-154) 
resultiert. Durch Umbenennung der stummen Summationsindizes kann schließlich der endgültige Anteil 
der Elementsteifigkeitsmatrix durch den Ausdruck 
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 (Rel. 4-155) 
mit Hilfe der Blocktensoren 
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  ) (Rel. 4-156) 
dargestellt werden. 
Für die Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrix für den zweiten Anteil der schwachen Form bezüg-
lich der erweiterten Theorie geht man analog vor. Durch Einsetzen der Ansatzfunktionen (Rel. 4-136) 
und (Rel. 4-138) in (Rel. 4-111) erhält man 
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 (Rel. 4-157) 
woraus durch Auswerten die Ausdrücke 
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 (Rel. 4-158) 
folgen und somit schließlich die Terme 
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 (Rel. 4-159) 
gewonnen werden können, wobei die Blocktensoren durch 
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  ]     (Rel. 4-160) 
definiert sind. 
Als nächstes muss noch das absolute Glied der Taylorreihe für den Anteil der schwachen Form bezüglich 
der Spannungen höherer Ordnung bestimmt werden, welche die rechte Seite des iterativ zu lösenden 
Gleichungssystems darstellt. Dieses absolute Glied (Rel. 4-86) setzt sich aus drei Teilen zusammen. Der 
erste Teil bezieht sich dabei auf die Spannungen höherer Ordnung, der zweite und dritte Teil berück-
sichtigt die Randbedingungen der erweiterten Theorie. Da die beiden letztgenannten Terme physika-
lisch schwer interpretiebar und experimentell kaum faßbar sind, werden diese hier getrennt behandelt. 
Für den ersten Teil von (Rel. 4-86) gilt auf Elementebene der Ausdruck 
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 (Rel. 4-161) 
woraus dann  
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  ]     (Rel. 4-162) 
folgt. 
Für die Spannungsrandbedingungen aus (Rel. 4-86) ergibt sich der zweite Teil auf Elementebene 
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 (Rel. 4-163) 
Hierin ist die Größe   
  als erweiterte, vorgegebene und somit bekannte Randbedingung anzusehen, 
um das Feldproblem eindeutig zu beschreiben. Durch die Umformung in transformierte Koordinaten 
erhält man den Term 
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 (Rel. 4-164) 
aus dem durch Einsetzten der Ansatzfunktionen für die Gewichtsfunktionen (Rel. 4-128) die Ausdrücke 
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 (Rel. 4-165) 
und 
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folgen. Damit sind die vorzugebenden skalaren Koeffizienten   
 , welche die zusätzlichen höheren 
Randlasten repräsentieren, in das Problem eingebaut. 
Für den dritten Teil aus (Rel. 4-86) gilt durch Einsetzen auf Elementebene 
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 (Rel. 4-167) 
woraus der Ausdruck 
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 (Rel. 4-168) 
folgt. Mittels Substitution der Gewichtsfunktionen aus (Rel. 4-128) resultiert der Term 
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 (Rel. 4-169) 
welcher schließlich mit den Substiutionen (Rel. 4-147) zu 
132 Gesamtformulierung auf Elementebene zur allgemeinen softwaretechnischen Implementierung 
 
  
  ∫    
  [∑  ̃  (  )   ̃  
   (  )     
  
 
   ]     (  
 
  )     
  
  ∫    
  (∑  ̃   (  )     
  
 
   )     (  
 
  )     
  
  ∑ ∫    
          (  
 
  )         
  
 
    ∑   
 
 
     
  
 
   
 (Rel. 4-170) 
umformuliert werden kann, wobei die folgenden Abkürzungen eingeführt wurden: 
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  )      (Rel. 4-171) 
Damit sind die zur Generierung und Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems erforderlichen Block-
tensoren zweiter und erster Stufe für die erweiterte Theorie bestimmt, und es kann zur Standardtheo-
rie übergegangen werden. 
4.4.2 Anteile aus Standardtheorie 
Das Vorgehen für diesen Anteil entspricht dem aus dem letzten Abschnitt, ist jedoch aufgrund der Diffe-
rentiationsordnung weniger komplex. Setzt man die durch die Formfunktionen ausgedrückten Größen 
(Rel. 4-148) und (Rel. 4-149) in den Anteil der linearisierten schwachen Form (Rel. 4-111) bezüglich der 
Standardtheorie ein, so erhält man den Term 
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 (Rel. 4-172) 
woraus durch Auswertung der Ausdruck 
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 (Rel. 4-173) 
folgt. Durch weitere Umrechnungen resultieren die Beziehungen 
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 (Rel. 4-174) 
Aufgrund der Tatsache, dass die frei wählbaren Koeffizienten    
  sowie die unbekannten skalaren Grö-
ßen     
  unabhängig von den Integrationsvariablen sind, können die Substitutionen 
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 (Rel. 4-175) 
eingeführt werden, womit der Ausdruck folgendermaßen darstellbar ist: 
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 (Rel. 4-176) 
Durch Umbenennung der stummen Indizes geht hieraus der Term 
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 (Rel. 4-177) 
hervor, der dann endgültig mit 
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  ) (Rel. 4-178) 
in verkürzter Form folgendermaßen geschrieben werden kann: 
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    (Rel. 4-179) 
Auch für den Anteil der schwachen Form (Rel. 4-43) bezüglich der Standardtheorie muss noch das abso-
lute Glied der Taylorreihe berechnet werden, welches sich hier aus zwei Teilen zusammensetzt. Für den 
ersten Teil, der sich auf die Spannungen bezieht und durch ein Volumenintegral bestimmt ist, ergibt 
sich aus der schwachen Form auf Elementebene der Ausdruck 
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 (Rel. 4-180) 
wodurch man mit der Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors den Term 
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 (Rel. 4-181) 
mit 
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 (Rel. 4-182) 
erhält. 
Nun ist noch der Anteil aus den vorgegebenen Randspannungen zu bestimmen, der sich aus einem 
Oberflächenintegral in (Rel. 4-43) berechnen lässt. Durch Einsetzen in den Anteil der schwachen Form 
bezüglich der Standardtheorie erhält man auf Elementebene für den zweiten Teil 
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 (Rel. 4-183) 
der sich in Abhängigkeit von den transformierten Einheitskoordinaten darstellen lässt. Die Substitution 
für die Gewichtsfunktionen aus (Rel. 4-128) führt mit weiteren Umformungen und Abkürzungen 
schließlich auf den Ausdruck 
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 (Rel. 4-184) 
Damit sind auch die zur Generierung und Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems notwendigen An-
teile der Blocktensoren zweiter und erster Stufe bestimmt, die sich aus der Standardtheorie ergeben. 
4.4.2.1 Spezielle Behandlung bei erweiterter Abhängigkeit von Termen höherer Ordnung 
In der hier verwendeten „Mechanism based Strain Gradient Theory“ (vgl. Abschnitt 3.3) weist das Kon-
stitutivgesetz (Rel. 3-124) in Bezug auf den (deviatorischen) Cauchyschen Spannungstensor     keine 
Abhängigkeiten vom Verzerrungsgradiententensor      auf. Deshalb treten diesbezüglich auch keine 
zusätzlichen Anteile bei der Linearisierung des Standardanteils auf, welche im Rahmen der allgemeinen 
Elementformulierung berücksichtig werden müßten. Für den Fall einer solchen Abhängigkeit von      
würde jedoch ein weiterer Teil bei der Umsetzung im Rahmen der FEM-Elementformulierung hinzu-
kommen, dessen Behandlung im nachfolgenden kurz beschrieben wird bzw. der Vollständigkeit halber 
exemplarisch Berücksichtigung finden soll. 
Grundsätzlich kann bei der Behandlung einer zusätzlichen Abhängigkeit des Konstitutivgesetzes vom 
Verzerrungsgradiententensor      analog zu den Abschnitten 4.4.1 bzw. 4.4.2 vorgegangen werden. 
Deshalb bestimmt man in äquivalenter Weise die Elementsteifigkeitsmatrix für den zweiten Anteil der 
schwachen Form bezüglich der Standardtheorie unter der Benutzung der bewährten Notation. Für die-
Numerische Implementierung im Rahmen der Finiten Element Methode 135 
 
sen Anteil erhält man nach den Ausführungen in den Abschnitten 4.1.3 und 4.1.4 sowie 4.2.2 folgenden 
Ausdruck 
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 (Rel. 4-185) 
woraus dann die Terme 
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 (Rel. 4-186) 
resultieren. Hiermit sind durch weitere Umformungen wie in den vorigen Abschnitten die Ausdrücke 
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 (Rel. 4-187) 
bestimmbar, aus denen man dann die Terme 
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 (Rel. 4-188) 
erhält. Für die Substitutionen werden analog zu den vorigen Abschnitten Blocktensoren definiert: 
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Schließlich ist aus (Rel. 4-189) die endgültige Form bestimmbar die sich zu den Ausdrücken 
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mit 
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  ) (Rel. 4-191) 
ergibt. 
Damit sind alle Besonderheiten die bei der Implementierung eines Elements im Rahmen der FEM zu be-
rücksichtigen sind im Detail erläutert, und es stehen sämtliche notwendigen Größen für die software-
technische Umsetzung zur Verfügung. 
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5 Anwendungen, Ergebnisse und Beispiele 
Aufbauend auf den Erkenntnissen und Besonderheiten bei der Implementierung eines von Verzer-
rungsgradienten abhängigen Materialmodells wurde ein Element für das kommerzielle FEM Software-
paket ABAQUS (Abaqus User Subroutines / Reference Manual v6.10-1, 2010) entwickelt. Um Verzer-
rungsgradienten überhaupt abbilden zu können, müssen mindestens zweifach differenzierbare Ansatz- 
bzw. Formfunktionen im Element enthalten sein. Zwecks flexibler Approximation gegebener Geomet-
rien ist ein 10 Knoten Tetraederelement implementiert worden. Das Verschiebungsfeld wurde mit 
quadratischen Ansätzen und unter Einbeziehung der in Abschnitt 4 dargestellten Methoden abgebildet. 
Ein weiterer Grund für die Wahl eines 10-knotigen Tetraederlements liegt in der sehr freien Erstellung 
der Diskretisierung von dreidimensionalen Strukturen. Hierfür bibt es eine Vielzahl von Netzgenerato-
ren, welche automatisch in der Lage sind ein räumliches Gebiet in hochwertiger Güte durch Tetra-
ederelemente abzubilden. Aus den in Abschnitt 3 vorgestellten Gradientenmodellen, wurde das Konsti-
tutivgesetz nach dem Ansatz der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ implementiert. Das Ele-
ment ist im Rahmen eines impliziten Lösungsverfahren innerhalb der FEM implementiert worden 
(ABAQUS Standard), weshalb auf eine vollständige und exakte analytische Bestimmung der Steifig-
keitsmatrizen besonderen Wert gelegt wurde, um damit bessere Konvergenzeigenschaften zu gewähr-
leisten. Die notwendigen makroskopischen Fließspannungen wie bspw. Kupfer, Silber, usw. wurden aus 
der Literatur (Hinkfoth, 2003) entnommen und auf die Deformationstheorie angepasst. Da es sich ge-
zeigt hat, dass die Größe der Mesozelle bzw. des repräsentativen Volumenmodells (RVE), welche durch 
den Skalierungsparameter   determiniert ist, keinen signifikanten Einfluss auf das Materialverhalten 
hat, wurde diese Größe für alle Beispiele auf den Wert 10 gesetzt. 
5.1 Verifikation Plastizitätsmodell 
Um die Implementierung des komplexen Modells zu verifizieren, wurden numerische Simulationen 
durchgeführt, die anschließend mit analytischen Lösungen aus der Literatur verglichen wurden (Huang, 
Gao, Nix, & Hutchinson, 1999). Das Hauptproblem bei der numerischen Umsetzung bestand primär da-
rin, dass mechanisch ideale Belastungszustände wie reine Biegung oder reine Torsion nur mit zusätzli-
chen Zwangs- bzw. Nebenbedingungen in einem vollständigen 3D FE-Modell darstellbar sind. 
Als erstes Beispiel wurde die reine Biegung unterschiedlich dünner Kupferbalken untersucht. Die Dicke 
der Balken wurde dabei mit 200nm, 400nm und 600nm angenommen. Der Taylorfaktor für die Verset-
zungsbewegung ist mit 1.1 festgelegt, womit eher einkristallines Verhalten abgebildet wird. 
  
 Bild 5-1: Normalspannungsverteilung in axialer Richtung für Biegebalken mit 400nm Dicke 
Ein Problem bei der reinen Biegung von Balken liegt in der Festlegung der Randbedingungen. So wurden 
die Verschiebungsfreiheitsgrade in der Symmetrieebene nur in axialer Richtung gesperrt (im Bild 5-1 
links), wohingegen diese sich normal zur Achsrichtung frei bewegen können. Am anderen Ende des Bal-
kens (im Bild 5-1 rechts) wurde die äußere Last in Form einer Verdrehung der Querschnittsebene auf-
gebracht. Dabei mussten alle Knoten während der Deformation durch eine Zwangsbedingung in dieser 
Ebene bleiben, konnten sich aber ansonsten innerhalb dieser Fläche frei bewegen. 
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 Bild 5-2: Skaleneffekt dünner Biegebalken bei normiertem Biegemoment unter normierter vorgegebener Krümmung 
Wird das durch die Verdrehung des Querschnitts resultierende Reaktionsmoment  auf die Balkenstär-
ke   bezogen und diese Größe auf das Produkt zwischen der Anfangsfließspannung    und dem Quad-
rat der Balkenhöhe    bezogen, so repräsentiert dieser Ausdruck eine normierte dimensionslose Belas-
tung. In analoger Weise ist die mit der Balkenhöhe multiplizierte Krümmung eine dimensionslose De-
formation. Werden diese Größen in einem Diagramm aufgetragen und für verschiedenen Balkenhöhen 
verglichen (Bild 5-2), so ist der Skaleneffekt deutlich zu erkennen. Ein Vergleich dieser Ergebnisse mit 
analytischen Untersuchungen (Huang, Gao, Nix, & Hutchinson, 1999) zeigt eine gute Übereinstimmung 
und ist eine erste Verifikation der fehlerfreien Implementierung des Konstitutivmodells. 
Um das Konstitutivgesetz sowie dessen Implementierung zusätzlich zu verifizieren wurde ein weiterer 
Anwendungsfall genauer untersucht. Heirfür wurde aus der begrenzten Zahl von experimentellen Un-
tersuchungen (Fleck, Muller, Ashby, & Hutchinson, 1994) und analytischen Lösungen (Huang, Gao, Nix, 
& Hutchinson, 1999) die Torsion dünner metallischer Drähte herangezogen. 
Wie die reine Biegung, ist die reine Verdrehung dünner Drähte im Rahmen eines 3D FEM-Modells mit 
zehnknotigen Tetraederelementen etwas aufwendiger umzusetzen. Obwohl es sich bei der reinen Tor-
sion um ein ebenes Problem handelt, wurde dieses trotzdem für die Verifikation der 3D Elemente her-
angezogen. Aufgrund der axialsymmetrischen Struktur der reinen Verdrehung musste zu diesem Zweck 
nur ein Kreissegment mit einer ausreichenden axialen Länge modelliert werden (Bild 5-3). Am unteren 
Ende der Querschnittsfläche dieses prismatischen Köpers werden die Freiheitsgrade in axialer und radi-
aler Richtung gesperrt, wohingegen an der gegenüberliegenden oberen Querschnittsfläche nur die Ver-
drehwinkel bezüglich der Mittelachse vorgegeben wurden. An den rechteckförmigen axialen Seitenflä-
chen des Zylindersegments wurden zyklische Randbedingungen in radialer Richtung angebracht, welche 
die Radialsymmetrie des Gesamtproblems abbilden. 
  
 Bild 5-3: Schubspannungsverteilung in Querschnittsfläche für zylindrischen Draht mit einem Radius von 300nm 
Im Bild 5-3 ist eine linear von innen nach außen ansteigende Schubspannungsverteilung durch die vor-
handene Farbskalierung gut erkennbar, was die Gültigkeit des verwendeten Ansatzes zur numerischen 
Behandlung der reinen Torsion im Rahmen der 3D FEM nachweist. 
Bild 5-4 zeigt in normierter, dimensionsloser Form den Zusammenhang zwischen Belastung und Ver-
drehung. 
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 Bild 5-4: Skaleneffekt dünner Drähte bei normiertem Torsionsmoment unter normierter vorgegebener Verdrehung 
Es ist gut zu erkennen, dass dünnere Kupferdrähte signifikant höhere auf die Radien normierte Torsi-
onsmomente aufweisen als dickere. Das Gesamttorsionsmoment  wurde dabei auf das Produkt zwi-
schen der Ausgangsfließspannung    und der dritten Potenz des Radius   bezogen, woraus die ver-
gleichbare dimensionslose Belastungsgröße der Ordinate resultiert. Auf der Abszisse ist die dimensions-
lose Deformationsgröße aufgetragen, welche sich aus dem Quotienten der Gesamtverdrehung   und 
der Drahtlänge   ergibt, der multiplikativ mit dem Radius   verknüpft ist. Auch in diesem Belastungsfall 
zeigen sich gute Übereinstimmungen mit analytischen Lösungen (Huang, Gao, Nix, & Hutchinson, 1999) 
die im Rahmen der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ durchgeführt wurden. 
5.2 Nanoindentation 
Eine in der Praxis wichtige Anwendung ist die sogenannte Nanoindentation. Diese stellt ein Prüfverfah-
ren dar, das der experimentellen Ermittlung der Härte eines Werkstoffes auf der makroskopischen Skala 
entspricht. Bei diesem Verfahren wird ein harter Prüfkörper in die Oberfläche einer weicheren zu prü-
fenden Probe eingedrückt. Das Eindringen des Prüfkörpers wird üblicherweise so lange fortgesetzt bis 
plastische Deformationen im Bereich der Kontaktzone auftreten. In diesem Zusammenhang kann die 
klassische Härte als eine Größe definiert werden, bei der die während der Indentation maximal auftre-
tende Kraft   auf die Fläche   bezogen wird, welche durch den verbleibenden plastischen Eindruck ent-
steht. Der aus diesen beiden Größen abgeleitete Quotient, wird als Härte  bezeichnet und quantifi-
ziert als wichtiger technischer Parameter lokale Eigenschaften des Werkstoffs. Die Kontur des plasti-
schen Eindrucks ist offensichtlich stark von der Form des gewählten Prüfkörpers abhängig. 
Der hauptsächliche Unterschied zwischen der Nanoindentation und der Makrohärteprüfung besteht da-
rin, dass sich der an der Probenoberflächlich lokal plastisch deformierte Bereich nicht mehr mit klassi-
schen optischen Verfahren vermessen lässt, was exemplarisch im Bild 5-4 dargestellt ist. 
  
 Bild 5-5: Rasterelektronenmikroskopische Aufnahme eines deformierten  
 Bereichs nach einer Nanoindentation (Fischer-Cripps, 2011) 
Ein weiterer wesentlicher Unterschied besteht in der simultanen Aufzeichnung der Kraft und der Penet-
rationstiefe. Dieser Verlauf wird bei Makrohärteprüfverfahren laut Norm nicht gespeichert, sondern es 
wird nur die maximale Kraft registriert. Bei der Nanoindentation müssen dagegen beide Größen konti-
nuierlich als Funktion der Zeit gespeichert werden, wobei als Material der Prüfkörper fast ausschließlich 
Diamanten Verwendung finden. 
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Als Prüfkörper kommen bei der Nanoindentation wie in der Makrohärteprüfung ähnliche Geometrien 
zur Anwendung. Die wichtigsten geometrischen Formen der Prüfköper sind: 
I. Pyramidale Geometrie: Hierbei werden hauptsächlich der sogenannte Vickers-Indenter, wel-
cher aus vier Seitenflächen besteht, und der ebenso weit verbreitete Berkovic-Indenter, wel-
cher aus nur drei Seitenflächen besteht, verwendet. Für die genauen Geometrieparameter sei 
auf die entsprechende Norm ISO 14577 1-3 verwiesen, mit der die Nanoindentation seit 2002 
vereinheitlicht worden ist. 
II. Kugelförmige Geometrie: Diese Prüfkörperform kommt im makroskopischen Bereich in der Här-
teprüfung nach Brinell zum Einsatz, wird aber auch auf der Skala der Nanoindentation verwen-
det, wobei hier die Norm keine Vorgaben macht. 
III. Kegelige Geometrie: In seltenen Fällen werden auch Kegel als Prüfkörper verwendet, wobei 
auch hier in der Norm keine genauen Angaben zu finden sind. 
Welche Prüfkörpergeometrie in der Praxis verwendet wird, hängt vom Anwendungsfall und den vor-
handenen experimentellen Möglichkeiten ab, wobei die Vergleichbarkeit der Messungen nicht unbe-
dingt gegeben ist. Hinsichtlich des Vergleichs von Messungen unterschiedlicher Prüfkörperformen kann 
dabei auf das Ähnlichkeitsprinzip von Kick (Kick, 1885) zurückgegriffen werden, das besagt, dass Härte-
werte nur dann verglichen werden können, wenn das Volumen des deformierten Materials und die 
Spannungsfelder während des Eindrucks in Bezug auf die Eindringtiefe ähnlich sind (Bild 5-6). Dieses 
Prinzip wird von Indentern mit Pyramidengeometrie erfüllt, von kugelförmigen Prüfkörpern jedoch 
nicht. 
  
 Bild 5-6: Ähnlichkeitsprinzip nach Kick: bei Pyramide erfüllt (links), bei Kugel nicht erfüllt (rechts) 
Die Härte ist nur dann eine von den Messgrößen Last   und Eindringtiefe   unabhängige Materialgröße, 
wenn entsprechend dem KICKschen Ähnlichkeitsprinzip (Kick, 1885) zu jedem Zeitpunkt des Kontaktes 
zwischen Indenter und Material während des Belastungsvorgangs 
      (Rel. 5-1) 
gilt. Schon mit dem konventionellen Messverfahren auf der Makroskala wurde jedoch eine – wenn auch 
nur sehr geringe – Abhängigkeit der Härtewerte von der Last und mithin von der Eindringtiefe unab-
hängig von der Geometrie des Indenters festgestellt. Diese Härtezunahme mit kleiner werdender Ein-
druckdimension wurde in Analogie zu anderen Gebieten der Physik als Maßstabs- bzw. Skaleneffekt an-
gesehen, für den sich die Bezeichnung „Indentation Size Effect“ (ISE) (Sargent, 1986) einbürgerte. Die 
Ursachen des ISE wurden unter anderem mit Eigenschaften in Verbindung gebracht, deren Einfluss sich 
mit der Eindruckgröße ändert, wie es z.B. bei Schicht-Substrat- bzw. Korn-Matrix-Härteunterschieden 
der Fall ist. 
Bei vielen kristallinen Materialien beruht die Härtezunahme („Indentation Size Effect“) auf materialab-
hängigen Skaleneffekten. Theoretische Betrachtungen (Nix & Gao, 1998) konnten die experimentell ge-
fundene Tiefenabhängigkeit der Härte auf die Dichte von geometrisch notwendigen Versetzungen zu-
rückführen, wobei viele Fragen auf diesem Gebiet noch nicht geklärt sind. 
Hauptanwendung der Nanoindentation sind vor allem die Charakterisierung dünner meist metallischer 
Schichten (Bild 5-7 links) oder Multilayersysteme, aber auch die lokale Ermittlung von Eigenschaften in 
Mehrphasensystemen, deren einzelne Bereiche räumlich sehr nahe beieinander liegen (Bild 5-7 rechts). 
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Bild 5-7: Anwendungsbeispiele der Nanoindentation (Fischer-Cripps, 2011): Querschnitt einer TiN Schicht auf Si Substrat, die 
durch kugeligen Indenter gezielt geschädigt wurde (links); Indentation des Matrixmaterials einer Sinterstahlprobe (rechts) 
Als Ausgangspunkt für die Berechnung von Härte aber auch elastischem Modul dienen sogenannte 
„load-displacement-curves“ (Kraft-Weg-Diagramme, siehe Bild 5-8 links). In der Praxis werden auswert-
bare Versuche bis zu Eindringtiefen von nur 10 nm durchgeführt, wobei diese untere Grenze allerdings 
stark von der Rauigkeit der Probenoberfläche abhängt. Es können lokale mechanische Eigenschaften 
von Probenvolumina im Submikrometer- und Nanometerbereich gemessen werden. Ein verbreitetes 
Anwendungsgebiet der Nanoindentierung ist – wie bereits erwähnt – die mechanische Charakterisie-
rung von dünnen Schichten, da hier sehr kleine Eindringtiefen erforderlich sind, um den Einfluss des 
Grundmaterials (Substrats) auf die Messergebnisse zu vermeiden. 
  
 Bild 5-8: Nanoindentationsexperiment (Fischer-Cripps, 2011): 
 Gemessene Kraft-Weg-Kurve (links); schematischer Versuchsaufbau (rechts) 
Seit geraumer Zeit werden Nanoindentationsgeräte kommerziell angeboten, welche Nanoindentation 
mit Rasterkraftmikroskopie kombinieren, indem ein Nanoindenteraufsatz auf dem Scannerkopf eines 
Rasterkraftmikroskops montiert wird. Die Messspitze dient dabei sowohl zur Indentation als auch zur 
Abbildung der Oberflächentopographie einer Probe. Gelingt es, durch geeignete Probenpräparation ei-
ne Topographie zu erzeugen, die die Mikro- und Nanostruktur des Materialgefüges gut widerspiegelt, 
ermöglicht dies eine Positionierung und Durchführung des jeweiligen Indentationsversuchs in einzelnen 
Gefügebestandteilen, Fasern, Phasen, Körnern, Ausscheidungen etc. mit einer Ausdehnung von nur 
wenigen hundert Nanometern. Die Positioniergenauigkeit beträgt dabei 20 nm. Der Aufbau eines einfa-
chen kommerziellen Nanoindentationsgeräts ist in Bild 5-8 rechts prinzipiell dargestellt. 
Die zur Indentation aufzubringenden Kräfte werden meist induktiv erzeugt, wobei die präzise Führung 
des den Indenter tragenden Dorns schwierig ist. Durch den Dorn sollen keine zusätzlichen Kräfte in das 
System eingebracht werden, weil sich die Indentationslast ohnehin schon auf sehr niedrigem Niveau 
befindet. Hierfür kommen meist ausgeklügelte Federsysteme zum Einsatz. Der Indentieraufsatz ist im 
Wesentlichen ein Dreiplattenkondensator (Mitte von Bild 5-8 rechts). Das Anlegen einer elektrischen 
Spannung an den zwei äußeren Platten bewirkt eine elektrostatische Kraft auf die mittlere Platte, auf 
der ein Stift mit der Indenterspitze montiert ist. Die Verschiebung der mittleren Platte hat eine Kapazi-
tätsänderung zur Folge, die, entsprechend kalibriert, als Maß für den Eindringweg der Spitze genutzt 
wird. Die Messauflösung für die Kraft ist deutlich besser als 1 μN, der Weg kann genauer als 0,1 nm er-
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fasst werden. Unmittelbar nach erfolgtem Indentationsexperiment kann die Probenoberfläche mit den 
produzierten Härteeindrücken abgebildet werden 
Zunehmend spielt die Nanoindentation auch in der Biomechanik (Oyen, 2010) eine wichtige Rolle, da 
viele biologische Phänomene auf physikalische Erklärungsmodelle zurückzuführen sind, die wiederum 
auf heterogenen lokalen Materialeigenschaften kleinster Bereiche basieren. In diesem Zusammenhang 
sei der Härteverlauf des Zahnschmelzes (Bild 5-9 links) erwähnt, welcher sich durch Substanzen bei 
kosmetisch bzw. ästhetischen (bspw. bleaching, withening, etc.) Methoden verändern kann. 
  
 Bild 5-9: Nanoindentation biologischer Systeme (Oyen, 2010): 
Härteverlauf an menschlichen Schneidezahn (links) und Härtemessung an Ameisenkiefer (rechts), (Fischer-Cripps, 2011) 
Aber auch Untersuchungen zur Quantifizierung von Eigenschaften verschiedener Biomaterialien an 
bspw. kleinsten Insekten stellen ein wichtiges Anwendungsgebiet dar. Viele evolutionär entwickelte 
Materialien sind hocheffizient und können für technologische Anwendungen adaptiert werden. 
Ein Ziel dieser Arbeit ist es, das skalenabhängige Materialverhalten zu modellieren. Dieser Skaleneffekt 
manifestiert sich im Wesentlichen durch die sich unterschiedlich einstellenden Kraftniveaus bei der In-
dentation verschieden dünner metallischer Schichten auf keramischen Substraten, aber auch in Form 
des bereits erwähnten „Indentation Size Effects“. Beobachtbar ist die Eigenschaft allerdings nur dann, 
wenn die äußeren geometrischen Bauteilabmessungen der untersuchten Strukturen Größenordnungen 
aufweisen, die mit denen der räumlichen Ausdehnungen des mikrostrukturellen Aufbaus des Werk-
stoffs vergleichbar sind. Somit kann der Effekt bei dünnen metallischen Schichten erst dann beobachtet 
werden, wenn die Stärke des metallischen Films so klein ist, dass nur mehr einige wenige Körner in Di-
ckenrichtung vorhanden sind. Dementsprechend sind auch in dieser Arbeit Kraftverläufe mit höherem 
Niveau für dünnere Schichten gemessen worden. Die Herstellung der Proben (siehe Bild 5-10) für die 
Eindruckexperimente erfolgte mittels Molekularstrahlepitaksie am Fachgebiet für dünne Schichten des 
Fachbereichs Materialwissenschaften der TU Darmstadt. Dort wurden auch die Kupferproben in Hin-
blick auf Verteilungen von Größe und Orientierung der Körner mit entsprechenden Verfahren charakte-
risiert. Konkret wurden Proben mit Kupferschichtdicken von 100, 200, 400 und 600nm auf Siliziumsub-
straten mit einer Stäke von ca. 0,5mm hergestellt. 
  
 Bild 5-10: Schematischer Probenaufbau der untersuchten Schichtstruktur 
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Mit der Durchführung der Indentationsexperimente wurde das Forschungszentrum Karlsruhe betraut, 
deren Arbeitsgruppe international anerkannte Kompetenzen auf diesen Gebiet besitzt (Huber, Nix, & 
Gao, 2002), (Huber, Tsagrakis, & Tsakmakis, 2000), wobei dort auch rastereletronenmikroskopische 
Aufnahmen von einigen Proben zur weiteren Charakterisierung gemacht wurden. 
Im Folgenden werden die wesentlichen Gegebenheiten und einige ausgewählte Ergebnisse dieser expe-
rimentellen Untersuchungen dargestellt. Als Indenter wurde ein pyramidenförmiger Prüfkörper mit 
Vickersgeometrie verwendet. Der Diamantprüfkörper wurde durch Vorgabe einer linearen Verschie-
bungsfunktion kontinuierlich in die Kupferdünnschichtproben eingedrückt. Die erwähnte Abnahme der 
Härte mit steigender Indentationstiefe („Indentation Size Effect“, siehe Bild 5-11 rechts), wurde dabei 
gut nachgewiesen. Die steifer werdenden Eigenschaften der dünneren Kupferschichten sind durch ein 




 Bild 5-11: Experimentelle Ergebnisse zur Nanoidnentation von Cu-Si System: 
 Kraft-Verschiebungskurve (oben); Härteverlauf mit „Indentation Size Effect“ (unten) 
Aus den Aufnahmen der Rasterelektronenmikroskopie (siehe Bild 5-12) folgt, dass charakteristische 
Kornabmessungen in Größenordnungen von einigen hundert Nanometer vorliegen. Das lässt den 
Schluss zu, dass nur einige wenige Körner über die Schichtdicken der Proben vorhanden sind. Damit ist 
es naheliegend den Taylorfaktor (vgl. Abschnitte 2.2 und 3.3) in den nachfolgenden Simulationen auf 
einen größeren Wert (bspw.      ) zu setzen, was in der entsprechenden Literatur (Gao, Huang, & 
Nix, 1999) für einkristallines Kupfer auch vorgeschlagen wird. 
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Bild 5-12: Aufnahmen mit Rasterelektronenmikroskop von Cu-Kristallen an Dünnschichtoberfläche (Huber & Schwan, 2004): 
 Schichtdicken: 100nm (links oben); 200nm (rechts oben); 400nm (links unten); 600nm (rechts unten) 
Da die bei der Nanoindentation aufgezeichneten Kraft-Indentationskurven auch meist noch dazu ver-
wendet werden um den Elastizitätsmodul des Werkstoffs zu ermitteln, sind diese Ergebnisse hier eben-
falls dargestellt. Aus Bild 5-13 ist zu erkennen, dass der experimentell ermittelte E-Modul eine von der 
Indentationstiefe abhängige Größe darstellt, wie dies bei der Härte in Form des ISE zu beobachten ist. 
Auch bei den elastischen Eigenschaften ist zu beobachten, dass dünnere Schichten ein steiferes Verhal-
ten aufweisen als dickere. 
  
 Bild 5-13: Experimentelle Ergebnisse Cu-Si System: Abhängigkeit E-Modul von Eindringtiefe und Schichtdicke 
Die experimentellen Ergebnisse werden im Anschluß zum Vergleich mit Simulationsresultaten des im-
plementierten Modells der „Mechanism based Strain Gradient Theory“ herangezogen. 
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Das Simulationsmodell zur Nanoindentation besteht hauptsächlich aus den zwei deformierbaren Kör-
pern Indenter und Dünnschichtsystem. Dabei ist die Vickerspyramide als rein linear elastische Struktur 
angenommen worden. 
  
 Bild 5-14: Simulationsmodell zur Nanoindentation 
Das Multilayer-Dünnschichtsystem besteht aus der Kupferschicht und dem Siliziumsubstrat zwischen 
denen sich noch eine dünne Siliziumoxidschicht befindet. Grundsätzlich weist das System eine Kopplung 
zweier Nichtlinearitäten auf, welche einerseits durch den Kontakt zwischen Diamantspitze und Dünn-
schichtoberfläche und andererseits durch das nichtlineare Plastifizierungsverhalten des Kupferlayers 
gegeben sind. Das Materialverhalten des Siliziumsubstrats sowie der Siliziumoxid-Zwischenschicht ist als 
linear elastisch angenommen worden, da es sich hierbei um spröde Werkstoffe handelt, die kaum plas-
tizieren. Aufgrund der doppelten Symmetrie des Gesamtmodells wurde die Simulation nur mit einem 
Modellviertel durchgeführt, was den Rechenaufwand erheblich reduzierte. Eine Zusammenstellung des 
Simulationsmodells mit den wichtigsten Annahmen ist Bild 5-14 zu entnehmen. Um eine effiziente 
Auswertung zu ermöglichen, wurden sämtliche Freiheitsgrade in axialer Richtung an der Basisfläche der 
Vickerpyramide an einen Masterknoten gekoppelt, dessen Verschiebung als Randbedingung vorgege-
ben worden ist. Die daraus resultierende Reaktionskraft entspricht der integralen Eindrückkraft wäh-
rend der Indentation. 
In einem ersten Schritt wurde gezeigt, dass der experimentell nachweisbare Effekt der zunehmenden 
Steifigkeit dünner werdender Metallschichten mit konventionellen lokalen Modellen nicht adäquat be-




 Bild 5-15: Simulationsergebnisse zur Nanoindentation mit klassischen lokalen Plastizitätsmodell (kein Skaleneffekt) 
Alle in diesen ersten Simulationen verwendeten Modellparameter entsprechen jenen, welche im Fol-
genden auch für das nichtlokale Konstitutivgesetz benutzt wurden, wobei dies insbesondere für die 
makroskopische Fließkurve der Kupferdünnschicht gilt. Die Ergebnisse der Simulationen mit dem klassi-
schen Plastizitätsmodell (Bild 5-15) zeigen im Gegensatz zu den experimentellen Resultaten (Bild 5-11 
links) praktisch keinen Skaleneffekt in den Kraft-Verschiebungskurven. Dies unterstreicht die Notwen-
digkeit eines Materialmodells welches die Mikrostruktur in ausreichendem Maß beschreiben kann. Da-
mit kann aber auch die Modellierungen des Versagensverhaltens dünner heterogener metallischer 
Schichten auf keramischen Substraten mit klassischen lokalen Plastizitätsmodellen ausgeschlossen wer-
den. D.h., eine physikalisch sinnvolle Modellierung des Versagensverhaltens ist nur möglich, wenn das 
Deformationsverhalten befriedigend abgebildet werden kann. 
Bild 5-16 zeigt exemplarisch für die Schichtdicke von 200nm die Abweichungen der klassischen Plastizi-
tät von der MSG Plastizizät. Festgestellt wurden Fehler in Größenordnungen von mehr als 300% (Bild 
5-16) für Schichtdicken von 200nm und von knapp unter 200% für Schichtdicken von 600nm. Dieser 
Vergleich basiert auf Taylorfaktoren im MSG Modell die polykristalline Eigenschaften (     ) abbil-
den, um auf diese Weise die bestmögliche Konsistenz zum lokalen Plastizitätsmodell zu gewährleisten. 
Der Fehler ist noch wesentlich größer, wenn Taylorfaktoren verwendet werden, die einkristallines Ver-
halten der Schicht darstellen, was den realen Verhältnissen laut Probencharakterisierung sicher eher 
entspricht. 
  
 Bild 5-16: Simulationsvergleich von klassischen lokalen und gradientenbasierten 
 nichtlokalen (MSG) Plastizitätsmodellen an einer Kupferschicht mit 200nm Dicke 
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Das skalenabhängige Antwortverhalten des metallischen Cu-Si Dünnschichtsystems kann für die unter-
suchten Dicken von 100, 200, 400 und 600nm durch das Simulationsmodell unter Verwendung des 
nichtlokalen MSG Plastizitätsansatzes sehr gut wiedergegeben werden (Bild 5-17). In den Simulationen 
wurde dabei ein Taylofaktor von       verwendet, was durch die rasterelektronenmikroskopischen 
Aufnahmen gut begründbar ist. 
  
 Bild 5-17: Simulationsergebnisse zur Nanoindentation mit nichtlokalen MSG-Plastizitätsmodell (Skaleneffekt) 
Ein Vergleich zwischen den Simulationsergebnissen mit den am Forschungszentrum Karlsruhe durchge-
führten Nanoindentationen zeigt eine überaus gute Übereinstimmung. Besonders bemerkenswert ist 
hierbei die Tatsache, dass nicht nur für einzelne Schichtdicken vergleichbares Verhalten mit den expe-
rimentellen Ergebnissen resultiert, sondern für alle durchgeführten Schichtstärken sehr gute Übereinst-
immungen (Bild 5-18) mit den Versuchen vorliegen. Diese Tatsache kann als starkes Indiz dafür gewer-
tet werden, dass die Versetzungsbewegungen für belastete Strukturen auf dieser Skala tatsächlich der 
zentrale Mechanismus ist, welcher in einem Materialmodell abgebildet werden muss, um das Deforma-






 Bild 5-18: Nanoindentation, Vergleich zwischen Simulation und Experiment unterschiedlicher Schichtdicken: 





Anwendungen, Ergebnisse und Beispiele 149 
 
Aus den Simulationen kann ein weiteres interessantes Resultat extrahiert werden. Bild 5-19 zeigt den 
relativen Fehler in Abhängigkeit von der dimensionslosen relativen Indentationstiefe, wobei letztere 
Größe durch den Quotienten aus Eindringtiefe und Schichtstärke definiert ist. 
  
 Bild 5-19: Relative Abweichungen zwischen Simulation und Experiment bei Nanoindentation 
Bild 5-19 legt den Schluss nahe, dass die größeren Abweichungen am Anfang hauptsächlich durch die 
sich noch stark verändernden Kontaktbedingungen zustande kommen, welche von der lokalen Diskreti-
sierung beider Flächen abhängen. Zudem ist noch zu berücksichtigen, dass die Spitze des Prüfkörpers 
eine mathematische Unstetigkeit in der Flächennormalen der Kontaktbeschreibung darstellen, die in 
weiterer Folge singularitätsähnliche Zustände am Beginn der Indentation bewirken können. Diese Stö-
rungen klingen mit zunehmender Eindringtiefe rasch ab, da sich dann die Kontaktzone entsprechend 
konstituiert hat. Bereits für relativ geringe Eindrucktiefen liegt der Fehler bereits unter 40%. 
Exemplarisch ist in Bild 5-20 (links) noch die Verteilung der Vergleichsspannung im gesamten Modell für 
eine Schichtdicke von 400nm dargestellt. 
  
 Bild 5-20: Simulationsergebnisse Nanoindentation: Mises Spannungsverteilung am Indenter, Oxidzwischenschicht und Si-
Substrat (links); Geom. notwendige Versetzungsdichteverteilung im Cu des nichtlokalen MSG-Plastizitätsmodells (rechts) 
Bild 5-20 (rechts) zeigt ergänzend die Verteilung der geometrisch notwendigen Versetzungsdichte in der 
Schicht. Die größten Belastungen treten demnach in der Oxidschicht zwischen dem metallischen Kup-
ferfilm und dem Siliziumsubstrat auf, wobei die extremalen Spannungen noch weit in Regionen des Sili-
ziums hineinreichen. Dieser Umstand spielt in Folgenden Betrachtung zu möglichen Grenzflächenrissen 
eine Rolle. Wie zu erwarten liegen die maximalen Versetzungsdichten direkt auf und knapp unter der 
Kontaktoberfläche an der sich auch die Spitze des Vickersprüfkörpers befindet. 
Im Weiteren wurde der Einfluss verschiedener Modellparameter für eine Kupferschicht mit einer Dicke 
von 200nm untersucht. Dabei wurden folgende Eigenschaften variiert: 
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I. Taylorfaktor zur Beschreibung der Versetzungsbewegung 
II. Reibungskoeffizient in der Kontaktzone zwischen Prüfkörper und Schichtoberfläche 
III. Präsenz der Siliziumoxidschicht zwischen Kupferoberschicht und Siliziumsubstrat 
IV. Größe der Mesozelle welche das RVE in der Kupferschicht beschreibt 
Die Ergebnisse sind in Bild 5-21 und Bild 5-22 dargestellt. Man erkennt, dass der dominierende Parame-
ter des Gesamtmodells der Taylofaktor ist (Bild 5-21 links). Die räumliche Ausdehnung der Mesozelle 
(Variation   {    }), über welche die integrale Mittelung der mechanischen Größen erfolgt, zeigt wi-
der Erwarten kaum Auswirkungen (Bild 5-21 rechts) auf das konstitutive Verhalten. Dies steht jedoch im 
Einklang mit analytischen Untersuchungen (Huang, Gao, Nix, & Hutchinson, 1999) anhand elementarer 
mechanischer Belastungsmuster wie reine Biegung oder Torsion. 
  
  
 Bild 5-21: Parameterstudien bei Nanoindentation 200nm Schichtdicke: Taylorfaktor (oben); Größe Mesozelle (unten) 
Der Reibungskoeffizient (Bild 5-22 links) wirkt sich zwar im Kraft-Verschiebungsverlauf etwas aus, hat 
aber nur einen moderaten Einfluss innerhalb des Gesamtsystems. Das Vorhandensein einer oxydischen 
Zwischenschicht (Bild 5-22 rechts), ist für das integrale Deformationsverhalten unbedeutend, was ver-
mutlich auf den Substratwerkstoff Silizium zurückzuführen ist. Dieses Halbmetall weist in seiner Steifig-
keit sehr ähnliches Verhalten auf wie dessen oxydische Verbindung. 




 Bild 5-22: Parameterstudien bei Nanoindentation 200nm Schichtdicke: Reibung (oben); Oxydzwischenschicht (unten) 
Um die Auswirkung der Prüfkörpergeometrie zu untersuchen, wurden weitere Simulationen mit einer 
Kugel (Radius 400nm), einem Berkovich Indenter (Pyramide mit gleichseitiger Grundfläche und Öff-
nungswinkel zwischen Achse und Seitenfläche von 65.03°) sowie der Vickerspyramide durchgeführt. In 
Bild 5-23 sind die Ergebnisse für den Kraft-Eindringverlauf dargestellt. Sie ermöglichen im Prinzip Unter-
suchungen in Bezug auf das Ähnlichkeitsprinzip nach Kick und auf die daraus abgeleiteten Ansätze von 
(Meyer, 1908) bzw. (Bernhardt, 1941) zur analytischen Behandlung des „Indentation Size Effects“ ISE 
(Meinhard, 1999). Auch könnten solche Untersuchungen für die Umrechnung von Härtewerten aus 




 Bild 5-23: Einfluss der Prüfkörpergeometrie bei Nanoindentation einer 200nm dicken Cu-Schicht 
Bei den 3D FEM Berechnungen zeigte sich, dass mit Hilfe des implementierten Materialmodells welches 
eine vollständig analytisch ermittelte Materialtangente verwendet, sehr gute Ergebnisse zu erzielen 
sind. In diesem Zusammenhang sind vor allem die Rechengeschwindigkeit und Genauigkeit der Simula-
tionsergebnisse im Vergleich zu den Experimenten sowie die Stabilität und die Konvergenzordnung her-
vorzuheben. Die Modellversion mit einer aus finiten Differenzen ermittelten Materialtangente ist im 
Vergleich dazu deutlich langsamer (ca. Faktor 1.7 bis 2.5). Sie zeigte ein speziell im Zusammenhang mit 
anderen Nichtlinearitäten, wie beispielsweise dem Kontakt oder mit zusätzlichen kinematischen 
Zwangsbedingungen, ein deutlich instabileres Verhalten. Dies wirkte sich in einer geringeren Konver-
genzordnung (maximal linear) sowie in öfters auftretenden Divergenzen aus. 
In diesem Kontext wurden Untersuchungen zur Abhängigkeit der Lösungen von der verwendeten Dis-
kretisierung durchgeführt. Hierfür wurden drei unterschiedlich fein vernetzte Modelle der Probengeo-
metrie für eine Schichtdicke von 200nm an einem Berkovich Intender herangezogen. Die Anzahl der 
Elemente mit quadratischen Ansatzfunktion in der Kupferschicht betrugen dabei für die in Bild 5-24 
verwendeten Bezeichnungen „coarse“ ca. 1400 Elemente (~2450 Knoten), „medium“ ca. 2800 Elemente 
(~4850 Knoten) und „fine“ ca. 5100 Elemente (ca. ~8670 Knoten). Man erkennt aus der Darstellung, 
dass für diese Netze kaum eine Netzabhängigkeit festzustellen ist. 
  
 Bild 5-24: Einfluss der Diskretisierung bei Nanoindentation einer 200nm dicken Cu-Schicht mit Berkovich Intender 
In diesem Zusammenhang ist es wichtig zu erwähnen, dass bei der Herleitung des Konstitutivgesetzes 
eine integrale Mittelung über die Mesozelle (RVE) durchgeführt wird. Dies kann als Kombination aus 
Gradiententheorie und nichtlokaler Kontinuumstheorie interpretiert werden. Die erwähnte lokale Mit-
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telung wird häufig im Kontext der Lokalisierung bei entfestigenden Materialverhalten (Bazant, 
Belytschko, & Chang, 1984) oder der Schädigungsmodellierung (Bazant & Pijaudier-Cabot, 1988), 
(Baaser & Tvergaard, 2003) verwendet. Sie entspricht einer Filteroperation in der Signaltheorie bei der 
hochfrequente Anteile des mehrdimensionalen Signals (Lösung des partiellen Differentialgleichungssys-
tems) herausgefiltert werden. Dies hat zur Folge, dass sich der Typ des partiellen Differentialgleichungs-
systems nicht ändern kann, was bspw. durch die Auswertung des Akkustiktensors (Rice, 1972), (Neilsen 
& Schreyer, 1993) 
                  (Rel. 5-2) 
verifizierbar ist (vgl. Abschnitt 2.3.2), (Schreyer & Neilsen, 1996). Ist also bei lokaler Steifigkeit      für 
alle beliebige Richtungen    der Akustiktensor    positiv definit, so sind die zugehörigen Eigenwerte al-
le reellwertig positiv und implizieren reellwertige Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten. Bezüglich ei-
nes Überblicks zu Regularisierungstechniken bei lokalisierenden Problemen sei auf die entsprechende 
Literatur (Baaser & Gross, 2003) verwiesen. 
Aus diesen Betrachtungen resultieren schlüssige Begründungen, warum die in Bild 5-24 dargestellten 
Lösungen kaum Netzabhängigkeiten aufweisen. Zudem kann hierdurch auch die Robustheit des FEM 
Modells erklärt werden. 
Die Simulationen lassen es zu, das sogenannte „piling-up“ und/oder „sinking-in“ Phänomen abzubilden 
(siehe Bild 5-26 und Bild 5-27). Dabei handelt es sich um das lokale Fließverhalten des Werkstoffs bei 
der Indentation. Definiert wird das „piling-up“ und „sinking-in“ an einem indentierten homogenen un-
endlich ausgedehnten Körper durch die im Bild 5-25 dargestellten geometrische Größen im Kontaktbe-
reich. 
   
 Bild 5-25: Nanoindentation: Definition von piling-up und sinking-in (Fischer-Cripps, 2011) an 
 pyramidalen Indenter mit dreiseitiger Grundfläche 
Darin beschreibt    die Indentationstiefe in Bezug zur Probenoberfläche und    legt den Normalab-
stand von der Indenterspitze fest, an dem sich das deformierte Probenmaterial gerade vom Kontaktbe-
reich mit dem Prüfkörper ablöst (Bild 5-25 links). Durch das Deformationsverhalten des teilweise plas-
tisch deformierten Probenkörpers entsteht eine Abweichung zur Kontaktzonenidealform (strichlierte 
Line in Bild 5-25 rechts), welche durch die Prüfkörpergeometrie determiniert ist. Quantifiziert werden 
kann dies über den Quotient  , der das Verhältnis aus    zu    darstellt (Fischer-Cripps, 2011). 
    
  
  
 (Rel. 5-3) 
Ist   größer als Eins so spricht man von „piling-up“, bei einem Wert kleiner als Eins liegt „sinking-in“ vor. 
Ein einfaches Erklärungsmodell zur Ausbildung dieses Phänomens kann unter Annahme eines homoge-
nen Probekörpers mit Hilfe der dimensionslosen Zahl   finden, die das Verhältnis zwischen Elastizitäts-
modul   (Steifigkeit) zur Anfangsfließspannung    festlegt: 
    
 
  
 (Rel. 5-4) 
Danach führen geringe Fließspannungen    bzw. große Steifigkeiten   zu einer Erhöhung von  . Es ist 
offensichtlich, dass große Steifigkeiten für gleiche, während der Indentation vorgegebene Deformatio-
nen eher zum Erreichen der Fließgrenze führen, wobei dieser Effekt durch geringere Fließspannungen 
noch verstärkt wird. Dagegen bewirken kleinere Steifigkeiten für gleiche, während der Indentation vor-
gegebene Deformationen, ein verzögertes Eintreten plastischer Verformungen, wobei dieses Verhalten 
durch größere Fließspannungen verstärkt wird. Demzufolge führen große Werte von   zu einer ausge-
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dehnten Ausbildung des plastisch deformierten Bereichs, der normalerweise weit über die Indenterkon-
taktzone hinaus reicht, was wiederum ein „piling-up“ wahrscheinlich macht. Umgekehrt verhält es sich 
bei kleinen Werten von  . In diesem Fall ist der plastisch deformierte Bereich eher klein, wodurch die-
ser innerhalb der Indenterkontaktzone endet, was wiederum ein „sinking-in“ wahrscheinlich macht. 
Diese Betrachtungen sind natürlich nur qualitativer Natur, da es zu klären bleibt, wie große bzw. kleine 
Werte von   zu Quantifizieren sind. Zudem sind die Verhältnisse bei mehrlagigen Dünnschichtsystemen 
erheblich komplexer. Diese sind oft aus Werkstoffen aufgebaut die stark unterschiedliche Steifigkeiten 
und Fließspannungsgrenzen aufweisen (Mann, 2008). Dementsprechend zeigen sehr dünne weiche auf 
dicken harten Schichten oder Substraten ein wesentlich komplexeres Verhalten bezüglich „piling-up“ 
oder „sinking-in“. Außerdem ist davon auszugehen, dass die Reibungsverhältnisse in der Kontaktzone 
das lokale Fließverhalten beeinflussen, was in den vorigen Betrachtungen aber unberücksichtigt geblie-
ben ist. Trotzdem stellt das Erklärungsmodell für homogene Körper zum „piling-up“ bzw. „sinking-in“ 
einen durchaus brauchbaren Ansatz zum Verständnis des Phänomens dar. 
  
 Bild 5-26: Nanoindentation piling-up Phänomen an Cu-Dünnschicht von 100nm Dicke auf Si Substrat 
Mit dem hier vorgestellten Indentationsmodell kann das Verhalten des beschriebenen Phänomens 
deutlich verbessert untersucht werden, als dies in einigen klassischen numerischen FEM Modellen bis-
lang umgesetzt wurde. So konnte in dieser Arbeit nachgewiesen werden, dass für quantitative Aussa-
gen nichtlokale Plastizitätsmodelle zu verwenden sind. Mit dem hier vorgestellten Simulationsmodell 
sind detailliertere Studien zum wichtigen Anwendungsbereich der Nanoindentation möglich. 
  
 Bild 5-27: Nanoindentation sinking-in Phänomen an Cu-Dünnschicht von 400nm Dicke auf Si Substrat 
Exemplarisch zeigen Bild 5-26 und Bild 5-27 das unterschiedliche „piling-up“ bzw. „sinking-in“ für dukti-
le metallische Dünschichten von 100nm bzw. 400nm auf einem harten Substrat. Dieses Phänomen kann 
Sinking-In 
Piling-Up 
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von lokalen Plastizitätsmodellen aufgrund ihres skalenunabhängigen Verhaltens unzureichend abgebil-
det werden. 
5.3 Ansätze zur Beschreibung der Rissbildung 
Im Abschnitt 5.2 wurde darauf hingewiesen, dass das MSG Plastizitätsmodell einen geeigneten Aus-
gangspunkt zur Beschreibung des Versagensverhaltens dünner metallischer Schichten darstellt. Bild 
5-28 zeigt die für das Versagensverhalten maßgeblichen Defekte bzw. Heterogenitäten. 
  
 Bild 5-28: Detaillierter Überblick von Imperfektionen einer Metalldünnschicht auf Substrat 
Eine detailgetreue Auflösung aller möglichen Imperfektionen innerhalb eines Gesamtmodells ist kaum 
oder nur mit sehr hohen Aufwand machbar. Aus diesem Grund soll in diesem Abschnitt als einziger De-
fekt nur die Möglichkeit von Grenzflächenrissen zwischen Schicht und sprödem Substrat betrachtet 
werden, wobei die Vorgehensweise auch auf Risse zwischen den Körnern sowie im Bulkmaterial über-
tragbar ist. 
Die wohl eleganteste Methode zur Beschreibung der Rissbildung und des -wachstums ist die „eXtended 
Finite Element Method“ kurz xFEM. Mit diesem Verfahren können allgemeine Diskontinuitäten, wie 
bspw. Risse, unabhängig und flexibel von der gegebenen Diskretisierung abgebildet werden. Da es sich 
bei dieser Methode um eine relativ neue Entwicklung innerhalb der Finiten Element Technologie han-
delt, gibt es gegenwärtig kaum kommerzielle FEM-Systeme und nur wenige frei verfügbare akademi-
sche Eigenentwicklungen, welche die xFEM bereits implementiert haben. Bei den wenigen Softwaresys-
temen, welche die xFEM bereitstellen, kann dieses Konzept zudem nur auf sehr eingeschränkte Prob-
lemfelder bzw. Konstitutivgesetze angewendet werden. So ist es in diesen FEM Codes nicht möglich, 
angereicherte Elemente zur Darstellung der Diskontinuität von Rissen mit Benutzerelementen zu kop-
peln. Dementsprechend kann das in einem Benutzerelement implementierte nichtlokale MSG-
Plastizitätsmodell nicht verwendet werden oder das benutzerdefinierte Element müsste um die xFEM 
erweitert werden, was aber den Rahmen dieser Arbeit sprengen würde. Aus diesem Grund wurde auf 
das Konzept von Kohäsivzonenmodellen zurückgegriffen, die bereits im Abschnitt 2.5.1 detaillierter be-
schrieben worden sind. 
Bei konkreten Anwendungen des Kohäsivzonenmodells müssen die Kohäsivzonenelemente zwischen 
den Grenzflächen aneinandergrenzender Elemente innerhalb einer zulässigen Diskretisierung platziert 
werden. Deshalb müssen die Knoten, welche den angrenzenden Elementen in der Diskretisierung ge-
meinsam sind, entsprechend dupliziert werden. Dadurch werden sämtliche Elemente im betroffenen 
diskretisierten Raum voneinander getrennt und im mathematischen Sinn entkoppelt. Im Anschluss da-
ran werden diese entkoppelten Elemente durch Einfügen von Kohäsivzonenenelementen wiederum zu 
einer zusammenhängenden Struktur mit einer für die FEM zulässigen Diskretisierung vereinigt. Die 
dadurch entstehende physikalische Struktur ist in der Lage das Initiieren und Fortschreiten von Rissen 
unter komplexen mechanischen Belastungsmustern approximativ abzubilden, wobei der Risspfad auf 
die Grenzflächen zwischen den Elementen restringiert ist. Dieses Konzept ist ganz allgemein anwend-
bar, weshalb nicht nur die Grenzfläche zwischen der Metalldünnschicht und dem Substrat, sondern die 
gesamte räumliche Struktur der Metalldünnschicht mit Kohäsivzonenelementen versehen werden 
kann. Zu diesem Zweck wurde in der vorliegenden Arbeit ein Programm entwickelt, das allgemeine 
räumliche Strukturen oder Grenzflächen mit gültiger Diskretisierung, sowohl für zwei- als auch dreidi-
mensionale Probleme mit Kohäsivzonenelementen versieht und daraus resultierend eine modifizierte 
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Diskretisierung für das FE-Modell generiert. Welche Bereiche im Gesamtmodell modifiziert werden sol-
len, wird über Elementmengen festgelegt, die entweder nur die Interfaces oder aber ganze Volumenbe-
reiche beschreiben. 
An dieser Stelle sei auf ein Detail beim konzeptionellen Vorgehen hingewiesen. In fast allen FEM-
Systemen sind Kohäsivzonenelemente implementiert deren Knoten sich ausschließlich an den Ecken 
des Elements befinden und die keine weiteren Knoten in den Kantenhalbierenden der beiden Basisflä-
chen besitzen (Bild 5-29 links). Aus deisem Grund 
  
 Bild 5-29: Elemente und Knoten (Abaqus Analysis User’s Manual v6.10-1, 2010): 
 Kohäsivzonenelemente (links), Benutzerelemente (rechts) 
mußte bei der Ankopplung an die Seitenflächen der MSG Benutzerelemente (Bild 5-29 rechts) eine spe-
zielle Anpassung vorgenommen werden, um eine gültige Diskretisierung zu erhalten. Zu diesem Zweck 
wurden mehrere Kohäsivzonenelemente nach dem im Bild 5-30 dargestellten Schema platziert, was 
den Aufbau eines konsistenten und für die FEM gültigen Netzes ermöglichte. 
  
 Bild 5-30: Rissmodellierung: Kopplung der Seitenflächen zweier benachbarter  
 10-Knoten Tetraederelementen mit Hilfe von 4 Kohäsivzonenelementen 
Grundsätzlich ist es möglich geometrisch inkonsistente Diskretisierungen mittels zusätzlicher Zwangs-
bedingungen aneinander zu koppeln. Dies hat aber weitere Nebenbedingungen im Gesamtgleichungs-
system zur Folge, welche wiederum mittels Lagrangescher Multiplikatormethoden zu behandeln sind 
und dadurch die Komplexität in dem ohnehin schon hoch nichtlinearen Problem weiter verstärkt. Au-
ßerdem ist diese Methode nur an einer von der Diskretisierung gegebenen Phasengrenzfläche, wie 
bspw. Metall-Keramik oder Korngrenzen etc., einfach durchzuführen. Innerhalb eines homogenen Vo-
lumenbereichs müsste man spezielle Programme entwickeln, welche die Kohäsivzonenelemente in ein 
vorhandenes Netz einfügen und die freien Knoten, welche zur inkonsistenten Diskretisierung führen, an 
die Grenzflächen koppeln. Für den Fall der Metall-Keramik Grenzfläche wurde der eben beschriebene 
Ansatz probeweise durchgeführt, wobei die beschriebenen Nachteile in Form von Konvergenzproble-
men der impliziten FEM Formulierung bestätigt wurden und sich zusätzliche Abweichungen in der Lö-
sung des Problems zeigten. 
Die für eine Verwendung der Kohäsivzonenelemente notwendige Modifikation der gegebenen Diskreti-
sierung wurde durch die Eigenentwicklung einer speziellen Software umgesetzt. Dieses Programm rest-
rukturiert vorhandene reguläre Vernetzungen bestimmter Volumenanteile oder ausgezeichneter Grenz-
flächen, indem zusätzliche flächige Elemente eingefügt werden. Durch diese Kohäsivzonenelemente 
können im belasteten Zustand die Versagensprozesse abgebildet werden. Exemplarisch sind im Bild 
5-31 die durch die Software eingefügten erweiterten Diskretisierungen dargestellt, wobei die Metall-
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Keramik Grenzfläche (Bild 5-31 links) sowie das Volumen (Bild 5-31 rechts) der Metalldünnschicht je-
weils in ihrer Basisdiskretisierung restrukturiert worden sind. 
  
 Bild 5-31: Für Rissmodellierung eingefügte Kohäsivzonenelemente: An der Metallschicht- Substratgrenzfläche (links); 
 Im gesamten Volumenbereich der Metalldünnschicht welche die 10-Knoten Tetraederelemente enthält (rechts) 
Für das konstitutive Versagensverhalten kam ein klassisches Koäsivzonenmodell zum Einsatz, dass aus 
den 3 Teilen Schädigungsinitiierung, Schädigungsevolution sowie der Berücksichtigung des Versagens-
verhaltens bei Mixed-Mode Belastungen besteht. Die Darstellung dieses Verhaltens erfolgt nach dem 
Konzept eines „Traction-Separation-Law“ (siehe Abschnitt 2.5.1) mit steifem linearem Verhalten im un-
geschädigten Zustand. Die Schädigungsinitiierung wurde spannungsbezogen, die Evolution durch expo-
nentiell abklingende Energiefreisetzungsraten und die Mixed-Mode Behandlung durch energiebasierte 
Potenzrelationen formuliert (Abaqus Analysis User’s Manual v6.10-1, 2010). Da auf der Mikro- bzw. Na-
noskala das Bruch- bzw. Versagensverhalten experimentell noch nicht hinreichend detailliert unter-
sucht ist, können aufgrund teils fehlender Materialkennwerte nur Abschätzungen für das Schädigungs- 
bzw. Versagensverhalten getroffen werden. 
Um konkrete Rechnungen durchführen zu können, wurde der für die Rissinitiierung notwendige kriti-
sche Spannungsswert in einer Größe festgelegt, der zwischen den Bruchspannungen von Schicht- und 
Substratmaterial liegt. In der Metallschicht wurde für die Rissinitiierungsspannung ein Wert in der Grö-
ße der Bruchspannung des vorliegenden Materials verwendet. Die Rissevolution wurde mittels Daten 
für die kritische Energiefreisetzungsrate aus experimentellen Untersuchungen in der Literatur (Waters 
& Volinsky, 2005), (Chang, Chang, & Lee, 2005), (Thouless, 1994) behandelt. Mit diesen Werte wurden 
qualitative Untersuchungen am erstellten Modell durchgeführt, die sowohl mögliche Grenzflächenrisse 
zwischen Substrat und Metallschicht als auch das Versagensverhalten im Metallfilm zum Gegenstand 
haben. 
Für die Evolution von Grenzflächenrissen konnte eine relativ frühe Initiierung im Bereich unter der Spit-
ze des Vickersindenters beobachtet werden. Schon bei Indentationstiefen von rund 6% der Schichtdi-
cken traten erste Schädigungen an der Grenzfläche auf. Dies ist auf die großen Unterschiede in den 
Querkontraktionszahlen der Metallschicht (Cu, Ag) und dem Oxydlayer zwischen Substrat (Si) und Me-
tall zurückzuführen. Durch die druckdominanten Belastungen während der Nanoindentation rufen sie 
größere Deformationsunterschiede an der Ober- und Unterseite des Interfaces hervor, woraus hohe 
Schubspannungen resultieren, welche Mode-II Risse entstehen lassen. Wird die Oxydschicht im Modell 
entfernt, so entstehen erst bei ca. 11% Indentationstiefe erste Risse im Interface, da dann der Unter-
schied in den Querkontraktionszahlen wesentlich geringer ist. Im Bild 5-32 sind unterschiedliche Stadien 
der Rissentwicklung an einer 400nm starken Dünnschichtprobe in Abhängigkeit von der Indentationstie-
fe dargestellt, wobei die Abbildungen nur einen kleinen Bereich unterhalb des Indenters zeigen. 
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 Bild 5-32: Grenzflächenrissentwicklung zwischen  400nm Metalldünnschicht und Substrat:  
 Rissinitiierung 6% Indentationstiefe (links oben); 9% I.-Tiefe (Mitte oben); 12% I.-Tiefe (rechts oben); 
 15% I.-Tiefe (links unten); 20% I.-Tiefe (Mitte unten); 25% (rechts unten) 
Bei großen Werten der Rissinitiierungsspannung weicht der Bruchentstehungsverlauf etwas von dem in 
Bild 5-32 dargestellten Verlauf ab. Der Riss entsteht dann nicht direkt unter der Indenterspitze sondern 
etwas versetzt. Mit steigender Indentationstiefe stellt sich jedoch relativ rasch ein ähnliches Muster ein 
wie in Bild 5-32. Werden die verschiedenen Parameter des TSL bezüglich Rissinitiierung bzw. Rissevolu-
tion variiert, so verläuft zwar die Evolution des Risses in der Anfangsphase jeweils unterschiedlich nach 
einem komplizierten Muster, ist aber dann mit steigender Eindrucktiefe mehr oder minder monoton 
von innen nach außen gerichtet. Inwiefern der Verlauf der Rissausbreitungsmuster in der Anfangsphase 
die realen Gegebenheiten widerspiegelt, ist unklar. Die von innen nach aussen gerichtete Versagens-
entwicklung nach der Rissentstehung stellt dagegen ein erwartetes Verhalten dar, welches wahrschein-
lich den tatsächlichen Verhältnissen entspricht. Werden die Parameter, welche die Initiierung und Evo-
lution von Rissen determinieren, auf geringere Werte gesetzt, als in der beschriebenen Standardmo-
dellvariante (Bild 5-32), dann werden bereits in einem frühen Stadium der Indentation Grenzflächenris-
se initiiert und breiten aus. 
  
 Bild 5-33: Modellvergleich Nanoindentation an 400nm Metalldünnschicht mit (blau) und ohne Grenzflächenriss (grün) 
Eine Gegenüberstellung der Kraft-Verschiebungskurven mit und ohne Schädigungsevolution (Bild 5-33) 
zeigt für das geschädigte Schichtsystem einen wesentlich weicheren Verlauf für größere Eindrucktiefen. 
Dies ist auf die örtliche Verringerung des Deformationswiderstandes (lokale Reduktion der Festigkeit) in 
alle Richtungen innerhalb der Grenzfläche zurückzuführen. Damit zeigt das Gesamtmodel ein qualitati-
ves Verhalten, auf dem weitere Untersuchungen aufbauen können. Inwiefern mit den vorgeschlagenen 
Ansätzen quantitative Vorhersagen möglich sind bleibt abzuwarten. 
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In einem nächsten Schritt wurden zu den vorhandenen Kohäsivzonenelementen in der Substratgrenz-
fläche weitere Kohäsivzonenelement im Volumen einer 100nm Metalldünnschicht hinzugefügt, 
wodurch sich die Komplexität des Gesamtproblems signifikant erhöhte (Bild 5-35). Auch für diese Mo-
dellvariante zeigten sich bezüglich des Grenzflächenrissentwicklungsmusters ähnliche Strukturen wie 
zuvor beschrieben (Bild 5-35 rechts). Die flächenförmige Ausbreitung des Grenzflächenrisses vollzog 
sich jedoch langsamer als bei der Modellvariante ohne Kohäsivzonenelemente im Volumen. Der Grund 
hiefür liegt in der lokalen Spannungsreduktion wegen der simultan ablaufenden Versagensvorgängen 
innerhalb der Metalldünnschicht, welche direkt an der Kontaktzone zur Indentespitze verstärkt auftre-
ten (Bild 5-35 links). 
   
 Bild 5-34: Versagen in 100nm Metalldünnschicht in Zone um Indenterspitze und in der Grenzfläche 
Der Grund warum anstatt der 400nm Schicht eine nur 100nm dünne Schicht untersucht wurde, liegt in 
der eingeschränkteren Freiheit der Versetzungsbewegungen der dünneren Metalldünnschicht. Bei ihr 
lassen sich Phänomene wie ein Pop-In eher erwarten und nachweisen. Experimentell konnte der Pop-In 
Effekt bisher nur an Einkristallen beobachtet werden, weshalb der bei sehr dünnen Schichten sehr 
wahrscheinlicher vorliegt als bei dickeren. Amorphe und polykristalline Materialien zeigen das Phäno-
men eines Pop-Ins nicht. Der Pop-In stellt im Wesentlichen einen Sprung der Indentationstiefe bei na-
hezu gleichbleibender Belastung in der Kraft-Verschiebungskurve bei den meist lastgesteuerten Versu-
chen dar. Liegt hingegen eine deformationskontrollierte Indentiation vor, so wird ein abrupter Lastab-
fall bei fast konstanter Indentationstiefe innerhalb der Kraft-Verschiebungskurve während eines Pop-In 
Ereignisses registriert (Woirgard, Dargenton, Thomas, & Audurier, 1998). Für die numerische Simulation 
wurde eine verschiebungsgesteuerte Indentation gewählt, weil die Vorgabe von Kräften am Indenter 
ein Bogenlängenverfahren nach (Riks, 1972) oder (Crisfield, 1981) zur stabilen numerischen Behandlung 
erfordert hätten. 
Der Pop-In Effekt wird allgemein als Folge einer homogenen Versetzungsnukleation erklärt. Aus ihr lei-
tet sich die Forderung nach einem lokal perfekten Kristallgitter im Wirkungsbereich des bei Indentation 
aufgebauten Spannungsfeldes ab. Danach sollte eine ideale einkristalline Probe mit ursprünglich verset-
zungsfreien Bereichen einen Pop-In Effekt aufweisen, wohingegen indentierte Regionen mit lokal vor-
handenen Versetzungen keinen Pop-In-Effekt zeigen. Dieses Erklärungsmodell ist allgemein anerkannt 
und konnte experimentell nachgewiesen werden, indem eine versetzungsfreie Region nach der ersten 
Indentation in einer unmittelbar benachbarten Region erneut indentiert wurde. Die Experimente zeig-
ten, dass bei der ersten Indentation stets ein Pop-In aufgrund der lokal nicht vorhandenen Versetzun-
gen auftrat. Durch die erste Indentation wurden jedoch lokal große Versetzungsdichten induziert, wel-
che beim nachfolgenden benachbarten Eindruckexperiment die Ursache für das Nichtvorhandensein 
des Pop-In Effekts darstellen. 
Durch die Nullsetzung der Versetzungsdichten zu Beginn der Simulation konnten bei sehr dünnen 
Schichten Effekte dargestellt werden, die einem Pop-In Ereignis ähnlich sind (Bild 5-35). Ob dieses Ver-
halten tatsächlich dem Anfangszustand der Versetzungsdichte zuzuschreiben ist, oder aber aus der Ent-
stehungen bzw. dem schnellen Wachsen von Rissen an der Grenzfläche resultiert, muss weiter unter-
sucht werden. 
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 Bild 5-35: Pop-In ähnliches Versagen während Nanoindentation in einer 100nm Cu-Metalldünnschicht 
Sollten die in der Simulation auftretenden Diskontinuitäten im Kraft-Verschiebungsverlauf den Grenz-
flächenrissen zuzuschreiben sein, so könnte das Modell auch dazu verwendet werden um Energiefrei-
setzungsraten an Grenzflächenrissen zu bestimmen, die messtechnisch kaum determinierbar sind. Hier-
zu müsste die Indentation für eine gegebene Schicht-Substrat-Kombination bis kurz nach dem Auftreten 
des Pop-In ähnlichen Phänomens simuliert werden. Mittels Parametervariation der Rissbildungsenergie 
im Kohäsivzonenmodell könnte dann die simulierte Kraft-Verschiebungskurve an jene des Experiments 
angepasst und damit die gesuchte Rissenergie ermittelt werden. 
In diesem Zusammenhang sei noch darauf hingewiesen, dass man im Konstitutivmodell der kohäsiven 
Zone prinzipiell die im erweiterten Plastizitätsmodell auftretenden Größen wie Versetzungsdichte, Ver-
zerrungsgradient sowie Spannungstensor 3. Ordnung, berücksichtigen könnte. Grundsätzliche Arbeiten 
(de Borst, Gutierrez, Wells, Remmers, & Askes, 2004) existieren hierzu bereits, wurden aber noch nicht 
in Zusammenhang mit der hier beschriebenen Aufgabenstellung sowie dem MSG-Plastizitätsmodell an-
gewendet. 
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6 Zusammenfassung und Ausblick 
Der hier vorliegenden Arbeit sind zwei Ziele zugrunde gelegt, welche sich einerseits auf das Deformati-
onsverhalten dünner metallischer Strukturen beziehen, andererseits auch das Versagensverhalten in-
nerhalb dieser Schichtstrukturen beschreiben soll. Beide Vorhaben konnten mit den gewählten und 
vorgestellten Methoden in ausreichender Weise umgesetzt werden. Sie zeigen Möglichkeiten auf, mit 
nicht all zu komplexen Modellen realistische Simulationen im Rahmen moderater Rechenzeiten durch-
zuführen. Die vorgestellten Modelle können aufgrund ihrer gut handhabbaren und stabilen Eigenschaf-
ten zur praktischen Weiterentwicklung für Komponenten auf dem Gebiet der Mikrosystemtechnik, aber 
auch zur Verbesserungen von Schichtsystemen auf komplexen Bauteiloberflächen verwendet werden. 
Durch die flexible und allgemeine Umsetzung sowie Gestaltung der entwickelten Modellierungswerk-
zeuge ist die Erschließung noch weiterer Anwendungsgebiete in einfacher Weise möglich, die der zu-
nehmenden Miniaturisierung von Systemen und Strukturen in der Zukunft Rechnung tragen. 
Bei den durchgeführten numerischen Simulationen zum Deformationsverhalten von nur wenigen hun-
dert Nanometer dünner metallischer Schichten mit Hilfe klassischer kontinuumsmechanischer Plastizi-
tätstheorien konnte die Notwendigkeit der Verwendung eines skalenabhängigen nichtlokalen Materi-
almodells nachgewiesen werden. Letztere äußern sich speziell bei Eindruckversuchen (Nanoindentati-
on) dünner metallischer Schichten im steiferen Verhalten, was mit klassischen lokalen Plastizitätsmo-
dellen nicht abgebildet werden kann. Beobachtbar ist dieser Skaleneffekt allerdings nur dann, wenn die 
äußeren geometrischen Bauteilabmessungen der untersuchten Strukturen Größenordnungen aufwei-
sen, die mit denen der räumlichen Ausdehnungen des mikrostrukturellen Aufbaus des Materials ver-
gleichbar sind. Diese Eigenschaft konnte in der Arbeit mit dem verwendeten nichtlokalen „Mechanism 
Based Strain Gradient“ (MSG) Plastizitätsmodell numerisch sehr gut abgebildet werden. Des Weiteren 
kann der Skaleneffekt bei dünnen metallischen Schichten erst dann beobachtet werden, wenn die Stär-
ke des metallischen Films so klein ist, dass nur mehr einige wenige Körner in Dickenrichtung vorhanden 
sind, was ebenfalls in den hier durchgeführten numerischen Simulationen unter Verwendung des nicht-
lokalen MSG-Modells dargestellt wurde. Daraus resultierend sind auch entsprechend größere Kraftver-
läufe für dünnere Schichten bei den durchgeführten Nanoindentationsversuchen gemessen worden 
und im Rahmen der hier vorgeschlagenen Modellbildung auch simulierbar. 
Zur Verifikation der in dieser Arbeit verwendeten Modelle und Simulationen wurden experimentelle 
Untersuchungen an dünnen heterogenen Kupferschichten auf Siliziumsubstraten durchgeführt. Die 
Herstellung der dazu notwendigen Proben für die durchgeführten Eindruckexperimente erfolgte mittels 
molekularstrahlepitaktischer Verfahren in Zusammenarbeit mit dem Fachgebiet für dünne Schichten 
des werkstoffwissenschaftlichen Fachbereichs der TU Darmstadt. Am selben Institut wurden auch die 
Kupferdünnschichtproben in Hinblick auf die Verteilungen der Größe und Orientierung der vorhande-
nen Körner mit entsprechenden Verfahren charakterisiert. Für die Versuche sind Proben mit Kupfer-
dünnschichtdicken von 100, 200, 400 und 600nm auf Silizium Substraten mit einer Stäke von ca. 0,5mm 
hergestellt worden. Mit der Durchführung der Indentationsexperimente wurde das Forschungszentrum 
Karlsruhe betraut, wo auch Aufnahmen von den Proben mittels Rasterelektronenmikroskopie zur wei-
teren Charakterisierung entstanden sind. 
Auf Basis der experimentellen Ergebnisse konnten bemerkenswerte Übereinstimmungen zu den durch-
geführten Simulationen erzielt werden. Die Abweichungen in Bezug auf die Nanoindentationsexperi-
mente sind in diesem Zusammenhang besonders zu erwähnen, da diese unter 20% liegen. Damit sind 
nicht nur qualitative Aussagen möglich, sondern es können auch quantitative Vorhersagen des mecha-
nischen Verhaltens von Strukturen gemacht werden. Diese Aussage ist durch den Vergleich der Kurven 
aus Kraft bzw. Eindrucktiefe (F-u) zwischen Experiment und Simulationsmodell gut belegt. Die geringe 
Abweichung ist umso höher einzustufen, als das hier verwendete nichtlokale MSG-Plastizitätsmodell 
durch seine moderate Komplexität noch relativ überschaubar und einfach ist, in Relation zu anderen 
Ansätzen, wie bspw. die rein phänomenologischen erweiterten Theorien mikromorpher oder mikropo-
larer Kontinua. In diesem Zusammenhang sind auch die Modell- und Materialparameter zu nennen, die 
bei dem verwendeten MSG Modell im Gegensatz zu anderen Modellen nicht an die durchgeführten 
Versuche angepasst werden mussten. Die wenigen aber wesentlichen Modellparameter sind in dem 
MSG-Modell durch die Makrofließkurve des Metalls und den Taylorfaktor, welcher die Schubspannung 
der Versetzungsbewegung determiniert, gegeben. Beide Parameter können relativ einfach aus Litera-
turstellen entnommen werden, wobei der in dieser Arbeit verwendete Taylorfaktor mit 1.1 konsistent 
mit den Angaben in entsprechenden Veröffentlichungen ist und in keinster Weise an die experimentel-
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len Ergebnisse angepasst werden musste. Viele andere nichtlokale Materialmodelle weisen eine we-
sentlich größere Anzahl von Werkstoffparametern auf, die oft an eigene Experimente anzupassen bzw. 
kaum in entsprechenden Literaturstellen zu finden sind. Dieser Umstand stellt sicherlich einen großen 
Vorteil des vorgeschlagenen Modells dar. 
Aufgrund der im Rahmen der FEM-Implementierung moderaten Komplexität bezüglich der numeri-
schen Berechnungs- bzw. Auswertungsverfahren des MSG-Plastizitätsmodells, konnten für das Gesamt-
problem der Nanoindentation aufwendigere dreidimensionale Simulationsmodelle erstellt werden, 
welche verschiedene Details wie das Deformationsverhalten und die Geometrie des Prüfkörpers, das 
Vorhandensein einer Keramikoxid-Zwischenschicht und den Reibungseinfluss berücksichtigen. Deshalb 
wurden neben dem dominanten Einfluss des Verformungsverhaltens der Kupferdünnschicht auch Aus-
wirkungen der anderen eben erwähnten Größen auf die Nanoindentation simulativ erfasst und unter-
sucht. In diesem Zusammenhang ist auch das „piling-up“ und „sinking-in“ Phänomen zu erwähnen, das 
mit dem hier vorgestellten Modell zur Nanoindentation ebenfalls abgebildet werden kann und auch in 
Bezug auf die gewählten Materialparameterkombinationen konsistent zu den Erklärungsansätzen aus 
Fachliteratur ist. 
Bezüglich der numerischen Umsetzung des MSG-Plastizitätsmodells sind in dieser Arbeit detaillierte 
Darstellungen zu analytischen Berechnungen angeführt, welche sich im Rahmen der Implementierung 
innerhalb der FEM mit impliziten Integrationsverfahren ergeben. Da das verwendete Materialmodell 
Verschiebungsgradienten höherer Ordnung beinhaltet, resultieren bei der expliziten Umsetzung spezi-
elle Problemstellungen, die über die Standardbehandlung üblicher Materialroutinen mit Verschie-
bungsgradienten 1. Ordnung hinausgehen. Da das beschreibende partielle Differentialgleichungssystem 
(Impulserhaltung) Terme (Spannungen) höherer Ordnung enthält, musste das Materialverhalten mit 
Hilfe eines Benutzerelements implementiert werden. Durch die Darstellung mittels des isoparametri-
schen Konzepts und der damit verbundenen numerischen Integration im transformierten Parameter-
raum der Ortskoordinaten ergaben sich spezielle Lösungsvorschläge, die detailliert in der Arbeit be-
schrieben und diskutiert worden sind. 
Die in Abschnitt 4.2 („Spezielle Aspekte nichtlokaler Theorien“) angegebene Beschreibung zur numeri-
schen Umsetzung und Implementierung im Rahmen der impliziten FEM wurde ganz bewusst verallge-
meinert durchgeführt und kann deshalb direkt für jedes beliebige Element mit entsprechend sinnvoll 
gewählten Verschiebungsansatzfunktion verwendet werden, weshalb die angegebene Darstellung nicht 
nur eingeschränkt für das implementierte 10 Knoten Tetraederelement benutzbar ist. Zudem ist im Ab-
schnitt 4 eine allgemeine formalisierte Darstellung zur Vorgehensweise bei der Berücksichtigung von 
Verschiebungsgradienten und Spannungstermen höherer Ordnung gegeben worden, die ohne großen 
Aufwand auf andere komplexere gradientenbasierte Materialmodelle angewendet werden kann. Damit 
ist ein formalisiertes Konzept vorgestellt worden, wie Gradienten und Terme höherer Ordnung von Ma-
terialmodellen im Rahmen der Implementierung für FEM Codes ganz allgemein berücksichtigt werden 
können, was eine zentrale Aufgabenstellung bei der numerischen und softwaretechnischen Umsetzung 
ist. Begründbar sind diese Aussagen im Wesentlichen dadurch, dass die für die FEM notwendigen Um-
formungen der schwachen Form bezüglich der Spannungsterme höherer Ordnung durch rekursives 
mehrmaliges Anwenden des Gaußschen Integralsatzes durchführbar sind und für Spannungsterme 4. 
oder höherer Ordnung völlig analog zu dem Vorgehen ist, wie dies im Abschnitt 4 („Numerische Imple-
mentierung im Rahmen der Finiten Element Methode“) vorgeschlagen und beschrieben wurde. 
Für die Darstellung des Integrationsprozesses der schwachen Form im transformierten Parameterraum 
der räumlichen Koordinaten von Verschiebungsgradienten höherer Ordnung gilt bei der Herleitung 
formal analoges Vorgehen, wie dies für den Verzerrungsgradienten im Abschnitt 4.3 („Beschreibung 
und Darstellung der Elementdiskretisierung“) gezeigt wurde. D.h. für die Behandlung von Verschie-
bungsgradienten 3. oder höherer Ordnung, müsste bei der Herleitung zur Darstellung der Integrations-
vorschrift im Parameterraum die Variablentransformation mehmals ineinander verschachtelt in die ent-
sprechenden unabhängigen Größen eingesetzt und anschließend die mehrfachen Differentiationspro-
zesse darauf angewendet werden, woraus in weiterer Folge durch die Verwendung von Ketten- und 
Produktregel der Differentialrechnung die gewünschten und oft sehr komplexen Formulierungen resul-
tieren, was exemplarisch am Verzerrungsgradienten nachvollziehbar einzusehen ist (siehe Abschnitt 4.3 
„Beschreibung und Darstellung der Elementdiskretisierung“). 
Damit ist in dieser Arbeit eine allgemeine konzeptionelle Vorgehensweise detailliert beschrieben wor-
den, die zur Behandlung von Gradiententheorien höherer Ordnung bei der Implementierung im Rah-
men der FEM für implizite Integrationsverfahren und isoparametrische Lagrange-Elementen verwendet 
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werden kann. Es sei an dieser Stelle noch darauf verwiesen, dass diese Vorgehensweise unabhängig von 
dem hier verwendeten MSG-Plastizitätsmodell ist, da dieses Konzept nur die reine Elementformulie-
rung, welche die Terme höherer Ordnung beinhalten, betrifft und noch nicht auf das konstitutive Mate-
rialverhalten Bezug nimmt. Im Rahmen der softwaretechnischen Umsetzung der Finiten-Elemente-
Technologie stellen die erwähnten Inhalte einen interessanten und erwähnenswerten Beitrag dar. 
Da das verzerrungsgradientenbasierte MSG-Materialmodell im Kontext der deformationstheoretischen 
Beschreibung verwendet wurde, sind die Steifigkeitsmatrizen innerhalb der impliziten FEM zwar relativ 
aufwendig aber dennoch vollständig analytisch ermittelbar und in dieser Arbeit auch explizit bestimmt 
worden. Hierfür wurde ein Konzept in Verbindung mit dem symbolischen Computer Algebra System 
„Mathematica“ (Wolfram, 2003) entwickelt, was die fehleranfällige sowie aufwendige analytische Be-
stimmung dieser Tangenten partiell automatisiert und den entsprechenden Quellcode generiert 
(Trondl, 2003). Damit entstand als Nebenprodukt ein nützliches Werkzeug, mit dem zukünftige Neu-
entwicklungen bzw. Variationen von bestehenden komplexen Materialmodellen einfacher, flexibler und 
fehlerfreier implementierbar sind. 
Das numerische Verhalten des hier vorgestellten Gesamtmodells zur Simulation der Nanoindentation 
erwies sich bei den durchgeführten Berechnungen als bemerkenswert robust und stabil. Dieser Um-
stand ist einerseits darauf zurückzuführen, dass sämtliche Größen im Rahmen des Newtonschen Itera-
tionsschemas analytisch berechnet und implementiert wurden. Andererseits ist das robuste Verhalten 
auch durch die intrinsischen Eigenschaften des Materialmodells begründbar, das als einen zentralen 
Ansatzpunkt die Integration über das RVE (Mesozelle) bezüglich der plastisch dissipierten Energie bein-
haltet, welche als Mittelungs- bzw. Filterungsoperation interpretierbar ist, und so einerseits zur Stabili-
tät, andererseits aber auch zur Netzunabhängigkeit der Lösung beiträgt. Bemerkenswert an diesem 
Umstand ist, dass diese Mittelung nicht künstlich in das Modell eingebaut worden ist, sondern konzep-
tionell dazu dient, die mikromechanisch motivierten, diskreten Versetzungsmodelle in die kontinu-
umsmechanische Beschreibungsweise einzubauen. 
Für konkrete Untersuchungen im Bereich industriebezogener Anwendungen im F&E Bereich ist das 
Modell aufgrund seiner erträglichen Rechenzeiten ebenfalls gut geeignet. In diesem Zusammenhang ist 
nochmals die nur geringe Anzahl von leicht zugänglichen Materialparametern zu erwähnen, die für an-
wendungsorientierte Bereiche stets ein wichtiges Argument darstellt um praxisrelevante komplexe 
Bauteile zu entwickeln. In diesem Zusammenhang ist auch die konkrete softwaretechnische Implemen-
tierung zu nennen, die durch eine eigenständige Programmeinheit in Form einer DLL (MS-Windows Ba-
sis) bzw. „Shared Library“ (LINUX bzw. UNIX Basis) umgesetzt wurde. Dadurch muss nur noch die ei-
gentliche Elementschnittstelle an das verwendete FEM System (ABAQUS, ANSYS, FEAP, …) angepasst 
werden, die jedoch für fast alle kommerziellen und akademisch frei verfügbaren Programme sehr ähn-
lich sind. Durch dieses Konzept sind Portierungen auf unterschiedliche Softwaresysteme und Plattfor-
men mit nur geringem Aufwand verbunden, was für konkrete industriebezogene Anwendungen eine 
nicht unwesentliche Voraussetzung zur Etablierung neuer Modelle darstellt. Exemplarisch sei an dieser 
Stelle noch die Rechenzeit eines Problems für die vorgestellte Nanoindentation genannt, welche bei ca. 
5 Stunden auf einem Laptop mit 4 Prozessorkernen (Prozessortyp Intel Core i7) und einem System mit 
insgesamt ca. 60.000 Freiheitsgraden liegt. Dabei ist allerdings noch zu erwähnen, dass die Kontaktite-
rationen einen nicht unerheblichen Anteil an der Rechenzeit in Anspruch nehmen, weshalb die reine 
Performance des Benutzerelements des MSG-Plastizitätsmodells für noch größere Probleme ohne wei-
tere Nichtlinearitäten ausreichend sein sollte. 
In Bezug auf das Versagensverhalten von Grenzflächenrissen an den untersuchten Metall-Keramik 
Schichtsystemen sowie auch innerhalb der Metallschicht wurden klassische Kohäsivzonenmodelle ver-
wendet. Aufgrund von topologischen Gegebenheiten der bereits zur Verfügung stehenden Kohäsivzo-
nenelemente in Verbindung mit dem implementierten User-Element des versetzungsdichtebasierten 
Plastizitätsmodells, musste eine spezielle Software entwickelt werden, die es erlaubt eine vorhandene 
Basisdiskretisierung durch Platzierung flächiger kohäsiver Objekte zu modifizieren und so eine Ge-
samtstruktur generiert, welche ein Versagensverhalten beschreiben kann. Dieses nützliche Werkzeug 
stellt ein wichtiges Ergebnis in Bezug auf weitere Versagensmodellierungen von komplexen geometri-
schen Strukturen dar, da es beliebige Bereiche von generierten Basisdiskretisierungen, die durch Ele-
mentmengen frei festzulegen sind und welche die gewünschten Partialvolumen sowie beliebige Grenz-
flächenregionen (oder eine Kombination beider) beschreiben, mit Kohäsivzonenelementen versehen 
kann. Damit konnte die Initiierung und Evolution von Rissen sowohl an den Grenzflächen als auch im 
Material des Metallfilms in Zusammenhang mit dem versetzungsdichtebasierten Plastizitätsmodell si-
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multan im Rahmen einer dreidimensionalen Darstellung numerisch simuliert werden. In diesem Zu-
sammenhang konnte das Phänomen eines sogenanntes „Pop-in“ Ereignisses im vorgeschlagenen Mo-
dell abgebildet werden, dass sich im Kraft-Indentationstiefenverlauf durch Unstetigkeiten wiederspie-
gelt. 
Bezüglich möglicher Weiterentwicklungen für das Versagensverhalten innerhalb der Metallschicht ist 
die xFEM zu nennen. Um die Rissinitiierung und Ausbreitung unabhängig von der vorhandenen Diskreti-
sierung zu modellieren, stellt diese Methode einen interessanten Ansatzpunkt für Weiterentwicklungen 
dar. Hierzu sind noch keine Arbeiten bekannt, in denen komplexere skalenabhängige versetzungs-
dichtebasierte Materialmodelle mit der xFEM gekoppelt wurden. 
Da davon auszugehen ist, dass die Versetzungsdichten in der Umgebung der Spitze des Risses einen di-
rekten Einfluss auf die Ausbreitung desselben haben, wäre eine Modellmodifikation sinnvoll, welche 
diesen Umstand mit berücksichtigt. Derzeit hat die Versetzungsdichte nur direkten Einfluss auf die sich 
einstellenden Spannungen, was durch das MSG-Plastizitätsmodell beschrieben ist. Dabei können die 
Spannungen die Rissentwicklung durch das Kohäsivzonenemodell direkt beeinflussen, womit die Ver-
setzungsdichte nur indirekt über die Spannungen das Versagensverhalten determiniert. In der Literatur 
werden jedoch Modelle vorgeschlagen, welche die Rissevolution direkt in Abhängigkeit von der lokal 
vorhandenen Versetzungsdichte beschreiben. Dieser Ansatz ist eine weitere interessante Möglichkeit 
das vorhandene Modell zu modifizieren, wobei die Kombination des eben beschriebenen Ansatzes mit 
der xFEM eine vielversprechende Weiterentwicklung darstellt, zu der gegenwärtig ebenfalls keine ver-
öffentlichten Arbeiten bekannt sind. 
Außerdem soll noch auf eine Fragestellung im konstitutiven Modell zur Beschreibung des mechanischen 
Kontakts zwischen Prüfkörper und Metalldünnschicht verwiesen werden. Bei skalenabhängigen konti-
nuumsmechanischen Materialmodellen werden häufig Spannungstensoren höherer Ordnung einge-
führt, welche aus der verrichteten inneren Leistung resultieren, und denen Verzerrungsgradienten als 
konjugierte Größe zugeordnet sind. Da konventionelle Reibgesetze nur die üblichen Cauchy-
Spannungen berücksichtigen, ist eine interessante Fragestellung diejenige nach der Übertragung von 
erweiterten Größen, wie den erwähnten Spannungstensoren höherer Ordnung, an den gegebenen Kon-
taktstellen zwischen Prüfkörper und metallischer Schicht. 
Trotz der in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse, gibt es eine Reihe von Anknüpfungspunkten um speziell 
das Versagensverhalten von Mikrostrukturen detaillierter und flexibler zu beschreiben. Da das Defor-
mationsverhalten mit dem hier verwendeten Ansatz gut modellierbar ist, besitzen die vorgeschlagenen 
Erweiterungen durchaus das Potenzial um das Verständnis des Versagensverhaltens weiter zu verbes-
sern. Des Weiteren können die vorgeschlagenen Ansätze und Modelle wichtige Werkzeuge für zukünf-
tig Inovationen und Weiterentwicklungen auf dem technologisch vielversprechenden Gebiet der Mikro-
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